Wyktad TSIiP Rozdz 5
5. Zwigzki miedzy naprezeniami i odksztatceniami (réwnania fizyczne).

5.1. Macierz podatndci

Klasyczna teoria sprystasci opiera s na liniowych zwgzkach pomgdzy sktadowymi
odpowiednich pdl. W Rozdz. 3 zostaly wyprowadzoagznosci migdzy gradientami tensora
napgzen (rownania rownowagi) i skladowymi wektoréw ofp@n, a w rozdz. 4 liniowe
zaleencsci miedzy sktadowymi tensora odksztalcenia i gradientamektora przemieszcae
(réwnania geometryczne).

Trzech stanowsy zwigzki pomgdzy sktadowymi tensora odksztadCe: i tensora napgzern
To, ktére omawiamy w tym rozdziale. W liniowej TS pésny te zwizki w postaci ogolnej

Ex =byi0y +b120'y +byz0, +b147yz +b1572x+b167xy’
Ey =bp1ox +byroy +-- +bpgTyy, (5.1)

ny=b610'x+b620'y+"' "'+b661xy'

gdzie parametry; 53 skladowymimacierzy podatni. Poradek napgzen (napgzenie styczne
Iy jest na kacu rowna (5.2)) odpowiada tzwnotacji Voigta dostosowanej do analizy
kompozytow:

6 ={0oy, 0y, 0y, Tys:Tox: Txy} ={01, 02, 03, 04, 05, og} . (5.2)

Zaleznaosci (5.1) g algebraicznymi, jednorodnymi rownaniami liniowymiyrazaja prawo
Hooke’a (nazywane te uogolnionym prawem Hooke’a lub rownaniami Hooke’aniowos¢
zaleencsci pomiedzy odksztatceniami i nagreniami wynika z déwiadczér nad wieloma
materialami (jéli odksztalcenia $ dostatecznie mate). Zakladamie w ciele C wysfpuje
jednorodné¢ materiatu i bez-napfeniowy stan pocgkowy. W ciele spgzystym powracamy
tez do stanu bez-odksztalceniowego po zrgkii przyczyn powodugych deformagj ciata C .

W odniesieniu do opisu tensorowego, zastosowarpeszavskanikowego do zatenosci
(5.1) daje:

5ij :Cijkl gy » dlai,j,k,|=1, 2,3, (53)

gdzie cjq sa sktadowymitensora konstytutywneg@ ={cj} o walencji 4 i 81 sktadowych.

Taka liczba sktadowych wynika z prawa menia tensorow. Symetria tensorOw oraz To
prowadzi do zakenaosci

Cik = Cijik » Cijw = Cjiki » (5.4)

ktore zmniejszaj liczbe niezalenych sktadowych do 36 wspotczynnikotw, uzytych w
zaleznosciach napisanych w postaci (5.1).

Uwagi:



1) W literaturze stosuje girdzne oznaczenia dla wymienionych wspotczynnikow, wp.
podstawowych monografiach Hubera [1] i Lechnickig¢glostosuje si aj. Aby unikmé kolizji z
oznaczeniami dostaw kierunkowych prggj oznaczeniabj, jak w podeczniku Krzysia i
Zyczkowskiego [5].

2) Istotniejsze i wybor liter jest stwierdzenigge wspoétczynnikiog nie § bezwymiarowe,
gdyz z (5.1) wynika ich wymiar:

[bj1=1/(Nm™?)=N"'m? dlai,j=1,2 ...,6. (5.5)

Liczba niezalenych wspoétczynnikdwp; ulega dalszej redukcji §& wezmiemy pod uwag
struktug ciat spezystych, wyraajaca sie tzw. statymi spezystoici. Nalezy przypomnié, ze w
wytrzymaitaici materiatu jednorodnego i izotropowego, do arajJego odksztatae wystarca
dwie state sprzystasci, np. modut Young& i wspotczynnik Poissong

5.2. State spezystosci dla materiatdw o réznych wiasciwosciach

Stopien odksztalcenia ciata miemy mierz¢ za pomog zmiany wartéci energii
wewretrznej, nazywanegnergyy sprezysty, ktorg dla jednostkowej objosci nazywamyenergi
wiasciwg (gestas¢ energii) lubpotencjatem sgeystym

1
¢>=§(0X£X+0y£y+...+‘rxyyxy). (5.6)

Energi sprzysts zajmiemy s doktadniej dalej, w oddzielnej ¢xi tego rozdziatu. Tutaj
tylko podstawimy zwgzki (5.1) do (5.6). Otrzymujemy w ten sposob engvgasciwg wyrazong
przez napgzenia:

_1 2 1 2 1 2
D= > bi1oy +b120'x0'y + ---+b160'x7xy +§b220'y ... +b260'y7xy +§b660'x7xy . (5.7)

W (5.7) wystpuje 21 niezalénych parametrowktore spetniaj warunek symetribj = by .
Symetria tych wspétczynnikbw wynika z przemiesciomnaznikbw we wzorze na energii
wiasciwg (5.7):

biyoyoy =byoyoy, ,Dygoyty =bgr7 0y itd.

Dalsze symetrie wynikajze struktury materiatu i zostaty zbadane m.in. poalstawie
symetrii struktury krysztatdbw. Materialy konstrukeg oprocz jednorodndgci wiasciwosci
fizycznych (state spgzystasci s3 jednakowe w kadym punkcie ciata) maj wiasciwosci
anizotropowe Oznacza toze state sgrzystasci zmieniaj si¢ wzdtuz wyrdznionych kierunkow.
Kierunki anizotropii wynikag m.in. z procesow tworzenia materiatu (stoje dreywmalcowanie
blach, kierunek uktadania zbrojenia w kompozytdpl).i



5.3. Podstawowe przypadki spgzystej symetrii
1. Plaszczyzna spyzystej symetrii. Symetria sprzysta, zwgzana ze struktgrmateriatu,
powoduje zerowanie @i8 parametrow. 38 ptaszczyznaX, y) o normalnejz , por. Rys. 5.1a,
bedzie ptaszczyznsymetrii to zeryj sie nastpujace parametry:

b1a=boa=bzs=bas=b1s=bos=bzs=bse= 0, (5.8)

co prowadzi do nagbujacej macierzy podatroi z 13-toma niezalgymi sktadowymi:
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Rys. 5.1: a) Plaszczyzna spystej symetrii, b) Ptaszczyzny ortotropii,
c¢) Plaszczyzna izotropii.

W przypadku osiowego rozgjaniatciskaniaz napgzeniem ¢ , prostopadtym do ptasz-
czyzny symetrii, odksztatcenigdy wynosity:

Ex=bz0,, £y=b230'z' £,=bgz30,,
(5.10)
yz:O' ’xz =0, ny:b360'z-

Wynika std, ze katy proste mgdzy liniami na ptaszczpie symetrii i 0si z nie ulegag
zmianie, gdy nie wystpuja odksztatcenia postaciowe = .= 0

2. Trzy ptaszczyzny symetrii materiatu ortotropowe®@. W przypadku trzech wzajemnie
ortogonalnych pfaszczyzn symetrii, por. Rys. 5.4mprocz parametrow (5.8) zegujsic
dodatkowo 4 parametry podatco

b16= b26=b3s=bss= 0, (5.11)

co prowadzi do nagbujacej macierzy podatrioi:
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by b bz 0O 0 0]
0O 0 O
B = b33 (5.12)
by 0 O
symetria bss O
i bee

Réwnania fizyczne, odpowiadae macierzy (5.12), przyjmajpost& uogolnionych praw
Hooke’a:

1 Va1 V31
fx—b110x+b120y+b130z—E0x_E— y Eo'z’
1 2 3
- —_V12 1 V32
&y _b210'x+b220'y+b230'xz __Eo'x"'E_ay_ E, 2 (5.13)
1 2 3
— —_V13 V23 1
& =bg1o4 + b320'y +b330,, = _Eo'x - E_O'y + Eo'z'
1 2 3
_ _ _ _ 1 _ _
Yyz = b44Tyx e Tyx » Vxz = 557y, = Txz » Vxy = DPeeTuy = Txy
23 13 12

We wzorach (5.13) 9 niezerowych parametiiiwwvyrazono przezl2 stalych sprystoici,
tj. moduty Younga i KirchhoffaiE Gj oraz wspoétczynniki Poissong . Z warunkéw symetrii
macierzy podatrsei B wynikaja nastpujacetrzy zwizki

Ejvo1=Epviz, Epvar = Egvas, Egviz=FEpvag. (5.14)
Tak wiec w przypadkmateriatu ortotropowegonamy9 niezalénych parametrow
Przyktadem materialu ortotropowego modoy¢ kompozyty epoksydowe, zbrojone

widknami szklanymi. X widkna s utozone w warstwach wzajemnie prostopadtych to kierunki
ortotropii mazna przedstawi na Rys. 5.2. W Tablicy 1, wgej z [9], zestawiono przyktadowo
dane dla kompozytow jednokierunkowo zbrojonych Y1o@az dwukierunkowo zbrojonych o
stosunku gstasci wiokien 2:1 .

State Zbrojenie
sprzystasci| 1:0 2:1
Ei:[GPa] | 57 36.8
E.[GPa] | 14 26.8
Es[GPa] | 14 11.0
G12[GPa] 5.7 5.0
G23[GPa] | 5.0 4.1
G13[GPa] 5.7 4.5
V12 0.277 0.105
Vo3 0.400 0.431
Va1 0.068| 0.405

Rys. 5.2. Kierunki ortotropii
kompozytu zbrojonego

Tablica 5.1. State sgrystaici
dla kompozytow jedno- i
dwukierunkowo zbrojonych



3. Materiat poprzecznie izotropowy.Ten przypadek wyspowania ptaszczyzny symetrii,
na ktorej nie ma wyrionych kierunkow anizotropii, tzrkazdy kierunek 1, 2 jest kierunkiem
izotropii materiatu,Rys. 5.1c. W takim przypadku marmdyniezalénych parametréwb:i, bio,
b13, baz i bas @ rownania uogdlnionego rownania Hooke’a przypmpgsta:

1 V'
& =bjyjox+bpoy +bzo, :E(O'x_"ay)_EO'z’

1 v
Ey :b120'x+b110'y+b1352 :E(_V0x+0'y)_EGZ’

V' 1
£, =bi3 (ox +oy) +b3z0, :_E(Ux +0'y)+Eaz’
1
Vyz = bagty; =Efyz’ (5.15)

1

Yxz =baaTyz =ETXZ'
1
Ixy = 2(ly1 -bro) Ty = arxy .

Podobnie jak w przypadku materiatu ortotropowegmzemy postugiwa sie piecioma
niezalenymi statymi spgzystcici: E, E', G', v,v', gdyz G = E/(2(1+v)) .

4. Materiat izotropowy. Jeli wszystkie kierunki materiatugssprzyscie rownowane, to w
(5.15) przyjmujemy:

E=E, v=v , G=G =E/(2(1+)) (5.16)

i rbwnania uogoélnionego prawa Hooke'a przyjmppsta:

1
Ex :E[Ux _V(Uy +o,)],

Ey Zé[ay -v(o, +oy)l, (5.17)

1
&; :E[Uz —v(oy +0y)]’

Wzory (5.17) zalzg od 2 stalych spgzystoici — najczsciej stosuje si staleE i v.
Rownania te mmaodwrock do postaci gy (&) | napisé w zwartej postaci:

oy =2uey + A9,

oy = 2,uey + 13,

0, =2ue, +149, (5.18)
Tyy = HPxys

Tyz = HVyz>

VYzx = UV zx0



gdzie wys¢puija state Lameéga i x4 oraz dylatacjad = ex + eyt ex:

- Ev. _>G _ E
Lrv)1-2v) 1-2v' 7 2@+

G. (5.19)

Tak samo jak dla odksztalcenazemy postugiwé sic aksjatorem i dewiatorem nagiesi:

oy O 0 Ox = Oy Tyx Tzx
A, =l 0 o4 0|, Dy=| 1y Oy~ Oy Ty . (5.20)
0 0 o4 Txz Tyz Ox = O

Tensory (5.20) gpofgczone z tensorami odksztahcl: i D: zwigzkami liniowymi
As=KA:, Do=2GTe , (5.21)

gdzieK jestobjetosciowym modutem spiystoici:

E_ -, 42, (5.22)

31-2v) 3

Ze wzoru (5.21) wynika, ze dla v = 1/2 mamymateriat nigcisliwy, gdyz dla modut
objetosciowy K (v — 0.5) - o i nie wysgpuje odksztatcenie afipsciowe tzn.

F =3y Seyteyte, =0. (5.23)



