Wyktad TSP Rozdz 3 3. Stan naprezenia (réwnania statyki)

3.1. Tensor napre¢zenia

Rozpatrujemy model odksztatcalnego ciata statlego C (kontinuum materialne) poddanego
dziataniu nastepujacych obcigzen (por. Rys.3.1):

1) sity masowe o intensywnosci X [N/ m3] , zwigzane z elementarng objetoscig dV,

2) sity powierzchniowe o intensywnosci p [N/ mz]dla elementarnej powierzchni brzegu dA

Dzielimy ciato C ptaszczyzng przekroju A 0 normalnej fi na czesci C1 oraz Cz (Rys.3.1). Na

. . .. . . . , . . ~ . , « =(Nn).
przekro_]ach pojawiajq S1€ wzajemnic Zzrownowazone Sﬂy wewngtrzne S (6] 1ntensywn0501 o ( ) .

(3.1)

Rys.3.1: a) Odksztalcalne ciato C, na ktore dziatajg obcigzenia ﬁi oraz sity ﬁi ,

(n)

b) Podziat ciata C przekrojem A, na ktérym wystepuje sita wewngtrzna o intensywnosci &

Do przekroju A przylega elementarny czworoscian, por. Rys.3.2, ktory ma $cianki o
elementarnych powierzchniach dA oraz dAi, gdzie i = 1, 2, 3 oraz wektorach normalnych 1 i
wersorach €;. Elementarne powierzchnie sa powiazane zalezno$ciami

dAi= dA cos(fi, &) =n; dA. (3.2)
%/_/

nj

Na $cianki elementarnego czworoscianu (dalej w skrocie ,,czworoscian”), pokazanego na
Rys.2, dzialajg sity wewnetrzne o intensSywnos$ciach

" =08 dlai,j=1,23, (3.3)
gdzie: oj; — wspotrzedne tensora naprezenia To !
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Rys.3.2. Elementarny czworoscian: a) Elementarne powierzchnie i normalne do nich,
b) Naprezenia na $ciankach dA; , ¢) Naprezenia na $ciance nachylonej o normalnej i
011 012 013
T,=|on 0n ox3|. (3:4)

031 03 033

Tensor naprezeh To jest macierzg ztozong z 9-Ciu wspotrzednych naprezen oy dla trzech

wektorow 0 intensywnosci sit wewngtrznych 50), dziatajacych na $cianach czworo$cianu o
normalnych réownolegltych do wzajemnie prostopadlych kierunkdéw X; L X, L X3. Istotng cecha
tensora jest to, ze podlega on prawu transformacji (2.11) przy obrocie uktadu wspotrzednych (X,
X2, X3) = (X1°, X2’ X3").

3.2. Kryterium znakowania naprezen

W otoczeniu punktu O budujemy elementarny szescian o S$ciankach z normalnymi
roéwnoleglymi do osi (X1, X2, X3), por. Rys. 3.3a. Na $ciance o zwrocie normalnej, zgodnym ze
zwrotem 0si X; , dodatnie naprezenia majg zwroty zgodne z osiami ukladu (X1, X2, x3). Dalej
naprezenie i , zgodne z normalng nj = €;, nazywamy naprezeniem normalnym, a naprezenia ojj
dla i # j nazywamy naprezeniami stycznymi. Dodatnie naprezenia na $ciankach 0 normalnych
zewnetrznych —€; maja zwroty ujemne, przeciwne do wersoréw osi X, Y, Z (por. Rys.3.3a).

Uwagi:

1. FElementarny szescian jest konstrukcjg abstrakcyjng, tradycyjnie uzywang do
geometrycznej interpretacji skladowych tensora naprezen To w punkcie 0 ciata C. SzeScian
przedstawia przekroje poprzeczne ,,rozsunigte” na odlegtosci dowolnie mate (Rys.3.3a).

2. Kryterium znakowania takie jak w WM , tzn. 1-szy wskaznik odpowiada normalnej
zewngtrznej $cianki, na ktorej wystepuje napr¢zenie; 2-gi wskaznik odpowiada osi, do ktorej
naprezenie jest rownolegte. Na Rys.3.3.b linie ciaglte odpowiadaja normalnym zewnetrznym €;
rownolegltym do osi uktadu, a linie przerywane dla normalnych zewnetrznych o wektorze —&; o
zwrocie przeciwnym do osi (X1, X2, X3).



X1

Rys. 3.3 : a) Elementarny sze$cian z dodatnimi naprezeniami,
b) Naprezenia jako intensywnosci sit wewnetrznych
na przekrojach o normalnych €; lub —¢€;

3 Dodatnie naprezenia: jesli $cianka ma normalng zewnetrzna o zwrocie zgodnym ze
zwrotem osi, uktadu wspotrzednych, to napr¢zenia sg dodatnie gdy maja zwroty zgodne ze
zwrotami osi uktadu wspotrzednych. Jesli normalna zewngtrzna $cianki ma zwrot przeciwny do
zwrotu osi wspotrzednych to dodatnie naprezenia majg zwroty przeciwne do zwrotow osi uktadu.
Na Rys.3.3a wszystkie narysowane naprezenia sa dodatnie.

3.3. Notacja inzynierska

Tensory wprowadzone w matematyce maja sktadowe wskaznikowe, m.in. aby mozna byto
otrzyma¢ zwarte wzory oparte na konwencji sumacyjnej. W WM tradycyjnie postugujemy si¢
notacjqg inzynierskq, w ktorej wszystkie wzory (rownania) sg napisane dla kolejnych
wspoétrzednych uktadu, bez stosowania konwencji sumacyjnej. Nizej, w tablicy (3.5), sa
porownane obydwie notacje.

Osie uktadu . Naprezenia w notacji
. Wersory osi — - — —
kartezjanskiego wskaznikowe;j inzynierskiej
X1 X & € 011 012 013 Oy Ty Tx
§ 5 - (3.5)
2 y 2 €y 01 022 023 Tyx Oy Tyz
X3 z €3 €, 031 03 033 Tx Tzy O

Charakterystyczng cechg notacji inzynierskiej jest stosowanie jednego wskaznika dla
napr¢zefi normalnych, tzn. oy =0,, 0y =0y, 033 =0, 1 oznaczanie naprezen stycznych

($cinajgcych) symbolem zjj, gdzie i, j = X, y, z, por. Rys. 3.3b.
Zalety notacji wskaznikowej i inzynierskiej:

e Notacja wskaznikowa jest przydatna do prowadzenia dowodow matematycznych i
pozwala napisa¢ wzory TS w zwartej (krotkiej) postaci dzigki konwencji sumacyjne;j., por. [22].



e Do prowadzenia obliczen musimy rownania (wzory) TS ,rozpisa¢” wzgledem wspot-
rzednych. Notacja inzynierska daje od razu wzory rozpisane. Postugiwanie si¢ wskaznikami
literowymi, np. X, Y, z jest powszechnie stosowane przez inzynierow, wigc jest dla nich bardziej
czytelne (niektorzy tez twierdza, ze rzadziej prowadzi do pomytek edytorskich). Notacja ta jest
stosowana na ogoét tez w starszych podrecznikach TSO, por. [1, 22], a notacja inzynierska jest
powszechnie uzywana w WM, por. [2,4,7,15].

3.4. Rownania czworoscianu

Wektorowe réwnania rownowagi piszemy dla sit dziatajacych na czworo$cian, a nastepnie
dzielimy je przez dA:

MWda=50da, i . (3.6)

W ten sposdb mozemy interpretowa¢ dostawy kierunkowe nj :

dA; ~
d—A':cos Xi, ) =n; (3.7)

oraz korzystajac z (3.6) otrzymujemy zamiast réwnania wektorowego (3.3) rOwnania réwno-
wagi czworo$cianu w notacji wskaznikowe:

Oni =0jjNj (3.8.1)

Rownowaznie w notacji inzynierskiej piszemy nastepujacy uktad rownan:

Onx =0y Ny +Txy ny +1Ty, 0N, ,
Oy =Tyx Ny oy Ny +7y, N, (3.8.2)

Onz = Tz Ny +sz ny +o,N;,

gdzie wystepuja dostawy kierunkowe (3.7) dla wektora normalnego fi (ny, ny, n).

3.5. Ré6wnania rownowagi szeScianu

Wrocamy do ciata odksztalcalnego C poddanego dziataniu sit masowych i powierzchnio-
wych, ktore opisuja wektory X i r)(”) (funkcje zmiennych x;i lub wektora X, okreslajacego
polozenie punktu 0), por. Rys.3.4:

X (X,%5,%3) = X(X) dla X eV, (3.9.1)
P =f(X) da XxedV =A. (3.9.2)

Sity masowe i powierzchniowe musza by¢ w rownowadze, tj.:



[ Xdv+ [p™MdA=0 Ilub (3.10.1)
(V) )

[ X;dV+ [p,;dA=0 dlai=1,2 3. (3.10.2)
V) (A)

Rys.3.4. Ciato odksztatcalne C
obcigzone sitami masowymi X i powierzchniowymi f)(n)

Zgodnie z zalozeniami continuum materialnego C przyjmujemy, ze pod wplywem
przytozonych sit zewng¢trznych (obcigzenia 1 reakcje) w ciele C powstaja pola sit
wewngtrznych, reprezentowane przez pola naprezen o; j(X). Zakladamy, ze te pola sa ciagle w

sensie istnienia pierwszych pochodnych o tzn.

aijx (X) e CH. (3.11)

Dalej przyjmujemy, ze elementarny czworoscian tak przylega do brzegu, ze jego $cianka o
normalnej i o elementarnej powierzchni dA jest styczna do brzegu ciata. W takim przypadku
réwnania czworo$cianu mozemy napisa¢ w postaci wskaznikowe;j:

Tni = Pni (3.12.1)
lub w notacji inzynierskiej:

Onx = Pxs Ony = Py, 0nz=Psz- (3.12.2)
Nizej piszemy rOwnanie czworoscianu, najpierw w postaci wskaznikowe]

Pni =0ij Nj (3.13.1)

nastepnie w notacji inzynierskiej
Px =0x Ny +Tyy Ny + 7y, Nz,
Py =Ty Ny +oyNy +7y, N, , (3.13.2)

P; =7, Ny +‘L’Zy ny +o,N, .



Przyjmujemy dalej, ze cialo C, pokazane na Rys.3.4, ma obj¢to$¢ V i jest ograniczone
gladka powierzchnig zamknigta A. Dzigki temu mozemy do drugiej catki zastosowaé twierdzenie
Greena-Gaussa:

J O'ij nj dA= Iaij’j dv dlai:X,y,Z. (314)
(A) (V)

Podstawienie (3.14) do (3.10.2) daje rownania rownowagi wewngtrznej w postaci wskaznikowe;j:
O'ij ’j+ XiZO . (315)

Te réwnania mozemy tez wyprowadzi¢ w notacji inzynierskiej jako rownania réwnowagi
elementarnego szeScianu o dtugosci bokow dx, dy, dz obcigzonego napr¢zeniami i wektorem sit
masowych X dV .

Na Rys.3.5 pokazano elementarny szescian w polu sit masowych i1 sit wewngtrznych
(naprezen).

z

az

+*\

Rys.3.5. Elementarny sze$cian w polu naprezen i sit masowych.

Elementarny sze$cian jest poddany dziataniu pél sit masowych i sit wewnetrznych
(napre¢zen) o intensywnos$ciach pokazanych na Rys. 3.5. Przeciwleglte $cianki sa odsunigte na
elementarne odlegtosci dx, dy i dz . Dlatego przy przejsciu od $cianek przechodzacych przez
punkt 0 (x, y, z) do przeciwleglych $cianek moga wystepowa¢ zmiany intensywnosci sit
wewnetrznych. Pokazujemy to na przykladzie naprezenia o, =0, (X +dX). Korzystajac z
rozwini¢cia w szereg Taylora 1 zachowujac tylko liniowy przyrost otrzymujemy:

0oy

dx. (3.16)
X

+_
Oy =0y +

Tak samo liczymy przyrosty pozostatych naprezen.

Stan réwnowagi elementarnego szescianu okresla 6 rownan rownowagi sit i momentow:



ZXZO, Zy:Ol ZZ:O’
(3.17)
>M,=0, ¥M,=0, ¥M,=0.

Najpierw skorzystamy z rownania roOwnowagi momentow X M; = 0 sit liczonych wzgledem
prostej rownolegtej do osi z i przechodzacej przez punkt 0:

oo

ot Ioks
Tyy +a—;ydx)dydzdx—( Tyx +a—;xdy)dxdzdy+— (oy+ e

X dX)dde%-ﬁ-Gx dydz%+.

+ dalsze zerujace si¢ cztony rzedu 3-ciego .

Zachowujac niezerujace si¢ czlony 3. rzedu matosci otrzymujemy rdwnanie rownowagi
momentow £ M; =0 w postaci:

(txy —7yx)dxdydz =0, (3.18.1)
Przyjmujemy, ze element objetosciowy dV = dx dy dz # 0 skad otrzymujemy rowno$¢ naprezen

stycznych dla przekrojow wzajemnie prostopadlych. Obowigzuje ono dla wszystkich naprezen
stycznych

Tyy =Tyxs Tyz =Tzys Tox =Ty lUDCjj =0 jdlai#]j, gdziex,y,zalboi, j=1,2,3. (3.18)

Zaleznosci (3.18) dowodza, ze tensor naprezen T jest symetryczny. Symetria tego tensora
powoduje, ze tylko 6 naprezen jest niezaleznych.

3.6. Réwnania statyki TS

Z rownan rownowagi (3.17) otrzymujemy trzy rOwnania rownowagi sit:

oo ot ot
X 4 yX + X

+X =0,
0 X oy 0z
OTyy 0oy 0Ty
+ + +Y =0,
ox o0y 9oz (3.20)
Ot (%yz+aaZ +Z2=0.
oX oy 0z

Rownania (3.20) nazywa si¢ czasami rownaniami statyki TS (rOwnania Naviera), gdyz
opisuja one odksztat- calnos¢ ciata C wywotang wektorowym polem przemieszczen U (X), ktore
sa wywolywane przez obcigzenia (sity) przyktadane ,,statycznie” do ciata lub przemieszczenia
okreslonych obszarow (punktow) ciata C. Istotg rownan statyki jest ich niezalezno$¢ od czasu,
tzn. cialo C moze znajdowac si¢ w spoczynku lub poruszac si¢ ze statg predkoscia.

Roéwnania statyki mozemy tatwo rozszerzy¢ na rownania dynamiki przez uwzglednienie sit

bezwladnosci b Xt)=—p 0%0/0t?.Dla skrocenia zapisu postuzono si¢ notacjg wskaznikowa:



O'ij’j+xi :pui,tt. (321)

Roéwnania statyki sg liniowymi rownaniami rozniczkowymi rzedu pierwszego (réwnania
eliptyczne). Po ich catkowaniu musimy jeszcze obliczy¢ wartosci statych catkowania (funkcji w
przypadku réwnan roézniczkowych czastkowych) celem otrzymania jednoznacznych rozwiazan.
W przypadku rownan statyki (3.15) lub (3.20) dotaczamy do nich roéwnania réwnowagi
czworo$cianu (3.13) jako tzw. naprezeniowe warunki brzegowe. Laczac réwnania réwnowagi
wewnetrznej (3.20) z warunkami brzegowymi (3.13) otrzymujemy model matematyczny
nazywany zagadnieniem brzegowym TS.

W przypadku rownan dynamiki TS formulujemy zagadnienia poczatkowo-brzegowe przez
dodanie do rownan roéwnowagi wewnetrznej (3.21) warunkow brzegowych (3.13) oraz
warunkow poczatkowych, okreslajacych przemieszczenia i predkosci kazdego punktu ciata C dla
poczatkowego czasu to (w szczegdlnosci to = 0), tzn.:

o =U(X,tg), Vo =0u/dt|g . (3.22)

3.7. Wlasciwosci tensora naprezen

Zdefiniowane naprezenia, kojarzone z ciatem C, nazywa si¢ czasami makronaprezeniami.
Ich podstawowg wlasciwoscig jest symetria tensora naprezen (3.18). Naprezenia tez definiuje si¢
na poziomie mikrostruktury ciata statego (juz nie typu C). Mikronaprezenia na poziomie ,,mikro”
moga by¢ definiowane za pomocg tez tensoré6w naprezen, ale tensoréw niesymetrycznych. W
dalszym ciggu zajmujemy si¢ wylacznie tensorami symetrycznymi.

Oprécz podstawowego atrybutu tensora jakim jest prawo transformacji wspdirzednych,
tensor napre¢zen jest symetryczny co wptywa na jego wyréznione kierunki transformacji i podziat
tensora T na tensory sktadowe, ktorymi postugujemy si¢ w opisie stanu naprezen.

3.7.1. Naprezenia glowne

Szczegdlnym przypadkiem transformacji wyjsciowego uktadu wspotrzednych (X, y, z) sa
takie obroty aby znikty naprg¢zenia styczne. Wtedy na Sciankach sze$cianu pozostajg jedynie
naprezenia normalne o (a wiec o1, o2, 03) hazywane naprezeniami glownymi.

Zajmijmy si¢ rOwnaniami czworo$cianu i naprezeniami na $ciance o normalnej fi (por.

Rys.3.6), ktéra ma dostawy kierunkowe Ny, ny, N;. Na $ciance wystgpuje wektor naprezen M o
dhugosci on , ktory ma lokalne wspotrzedne onn Oraz w , a wiec zachodzi:

o8 =02 +13 (3.23)

Na Rys.3.6. pokazano wszystkie naprezenia dziatajace na czworo$cian.

Przyjmujemy, Ze na $ciance o normalnej i (nx, Ny, Nz) wystepuje napr¢zenie gtowne  onn =
o, tzn. o= 0 a napre¢zenia rownolegte do osi uktadu wynosza:

Onx=0Nx, Ony=0Ny, Onz=0Nz. (324)



Po podstawieniu ¢, do (3.13.2) i uporzadkowaniu wzglgdem dostaw Nk otrzymujemy
uktad 3-ch réwnan, uzupeliony 4-tym réwnaniem, wynikajacym z ortogonalnosci osi X :

Z

Rys. 3.6: Naprezenia dzialajace na czworo$cian

(ox —0)Ny + T4y Ny + 74, N, =0,

Ty Ny + (oy —o)Nny + 7, N, =0, (3.25)
TNy + 7 Ny + (0, —0)N, =0,
n;f+n)2,+nz2 =1.

Latwo mozemy napisa¢ uktad rownan (3.25) za pomoca notacji wskaznikowe;j:
(aij-aéij)nj :O, Nj n15|1 =1. (3251)

Warunkiem koniecznym istnienia niezerowego rozwigzania uktadu jednorodnego 3-ch
pierwszych rownan liniowych (3.25) jest zerowanie wyznacznika gldownego tego ukladu:

Ox =0 Ty Tys
Tyx Oy—0 Ty |=0. (3.26)
Tox Ty 0,-0

Rozwinigcie tego wyznacznika daje rOwnanie stopnia 3-Ciego, nazywane rownaniem wiekowym:
3 2 —
o —0 J1+O'J2—J3—O, (327)

w ktoérym wspodtezynniki tego rOwnania sg niezmiennikami tensora naprezen:

Ji=oy+oy+o,, (3.28.1)
o T o T o T

o= x YTy % T (3.28.2)
Tyx Oy| |Tzy Oz| [Txz Ox




Ja=|tyx 0Oy Tyl (3.28.3)

W odniesieniu do naprezen gtownych mozna udowodni¢ nastepujace twierdzeniel:

Trzy pierwiastki rownania wiekowego (3.27), tj. o1, o», o3 sq liczbami rzeczywistymi (mogq
tez byc krotne, np. o1= oz lub o1 = o2 = 03).

Kierunki gtowne napr¢zen gtownych okreslaja dostawy kierunkowe
(njx , Njy , nNjz) gdzie j =1, 2, 3 odpowiada kierunkom glownym o1, oz, 03 . (3.29)

Dostawy kierunkowe (3.28) obliczamy z uktadu rownan (3.25), oddzielnie dla kazdego
napr¢zenia gltownego o .W odniesieniu do kierunkéw gltéwnych obowigzuje nastepujace
twierdzenie 2:

Kierunki glowne wyznaczone dostawami kierunkowymi sq wzajemnie prostopadte,
tzn. w odniesieniu do nich obowigzujg wzory (2.8), w ktorych podstawiamy

nji=a;y, gdziej=j =1,2,3orazi=x,y,z. (3.30)

Uwaga: Jeszcze raz przypominamy, ze poszukiwane kierunki gtowne odpowiadajg takim
obrotom osi (X, Yy, z) do nowego potozenia osi kierunkow gtownych (1, 2, 3), ktore odpowiadaja
normalnym AV, 7@ A da ktérych zeruja si¢ napre¢zenia styczne zx, Gy, 7z

Tak wigc, po obliczeniu wartosci naprezen gldéwnych tensora naprezen, przyjmuje on postac
przekatniowg (diagonalna):

0'1 O O
T.=|0 o, 0], (3.31)
0 O 03

a jego niezmiennikami sa :1) suma warto$ci naprezen glownych, 2) suma minoréw i 3) wartosci
wyznacznika macierzy tensora (3.31):

Jl:O'1+O'2 +O'3 y

oo 0 oo 0] |3 O
Jy = + =010, +0503+0307, (3.32)
0 o5 |0 o3 |0 o
01 0 0
J3 =0 (o) 0 =010203 .
0 0 03

Po obliczeniu naprezen gtownych poprawnos¢ ich wartosci mozemy sprawdzi¢ za pomoca
wzorow (3.32) a kierunkow glownych wzorami (2.8).
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Naprezenia gldéwne mozemy uporzadkowa¢ wedtug ich wartosci
o122 02203 . (3.33)

W odniesieniu do uporzadkowania obowigzuje twierdzenie 3:

Sposrod naprezen normalnych odpowiadajgcych obrotom osi uktadu ortogonalnego (X, Y, 2)
do kierunkow glownych (1,2,3) naprezenia o1 1 o3 z uporzqdkowania (3.33) przyjmujg
wartosci maksymalnego i minimalnego naprezenia.

3.7.2. Maksymalne naprezenia styczne

Praktyczne znaczenie ma wyznaczanie ekstremalnych (maksymalnych i minimalnych)
naprezen stycznych, oraz przekrojow w ktérych one wystepuja.

Przyjmijmy, ze osie uktadu wspotrzednych x, y, z pokrywaja si¢ z kierunkami naprezen
gléwnych (1,2,3), por. Rys.3.7.

Rys.3.7. Naprezenia na $ciance o normalnej i (N, Nz, N3)
gdzie (1,2,3) sg osiami kierunkoéw naprezen gtownych

Zajmiemy si¢ przekrojem ($ciankg czworoscianu) o normalnej fi (N1, N2, nN3) i catkowitym
naprezeniu on , okres§lonym wzorem wynikajacym z (3.8.2). Przyjmujemy taki obrot uktadu
wspolrzednych, ze zachodzi: Xx—>1,y—>2,z 531 0x=01,0/= 02, 0:= 03, Ty=Tyz= 7x=0 .
Dla takiego obrotu osi mamy:

2 2 2 2 2 2 2
oN =01 +O_I"|2 +0'n3 :(O'lnl) '|'( (o) n2) +(0'3n3) . (334)

Naprezenie normalne on obliczamy przez rzutowanie naprezen on1, on2, onz Na kierunek
normalnej n:

Onmn =0n1 n1+0'n2 n2 +O'n3 n3 =01 nlz +O'2 n22 +O'3 n32. (335)

Korzystajac z zaleznosci (3.23), (por. tez rys. 3.7) obliczamy:
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2 2 2 2.2 2.2 2 2 2 252
IN =O0ON —Opn = (O'n nl +O'2 n2 +O'3n3 )—(O']_nl +O'2n2 +O'3n3) .

Postugujac sie rownaniem(3.36) oraz warunkiem ortogonalnos$ci

nZ+ns+n3 =1,

(3.36)

(3.37)

mozemy obliczy¢ z rownania 6(rN2)/ on; =0 wartosci dostaw kierunkowych oraz naprezenia
$cinajgce na 9-ciu przekrojach zestawionych w Tablicy (3.38), por. [8]. Na Rys.3.8 pokazano
przekroje 1V-1X. Rysunki 3.8d,e,f zostaty wykonane dla przekrojow IV i V z podaniem zwrotéw
naprezen t23 1 napr¢zen normalnych onn . Nalezy podkresli¢, ze naprezenia normalne sa
jednakowe na $ciankach obroconych wokot osi 11 wynoszg onn = (02 + 03) /2 i1 o1 na $ciankach

rownolegtych do plaszczyzny (2,3).

dostawy
kier. Ny n, N3 ™ Onn
przekrdj
| 0 0 +1 0 o3
] 0 +1 0 0 o
] +1 0 0 0 o1
_,02—-03 0y +03 Tablica (3.38
ViV 0 + % i\/% Ty =E 5 (3.38)
_,03-0 03+0;
VIiVII i\/% 0 i\/% Ty =t 5
_,.01-07 01+03p
VI IX i\/% i\/% 0 rp =47 >
G) n1=0 ) n2=0 C) n3=0
3 ﬂ2=n3=i1/{2 3 n1=n3=i1/{2 3 n1=n2=i1/(2
TOB Tﬂs O3
L 78
><;——:g \‘/ 02 o——>02
gL 7> / AN 2 01, 7{6?: 2 ”', 4:—‘k_ o 2
1 = 1 = 1 —
f)
3 »,

Rys. 3.8: a, b ¢) Napr¢zenia na $ciankach odpowiadajgcych przekrojom

AR
>\e
BN A
N ¥

IViV,VIiVlloraz VIl i IX; d, e, f) Naprezenia 3 i onndla przekrojow IV i V
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Na Rys.3.8 pokazano przekroje IV-IX. Rysunki 3.8d,e,f zostaly wykonane dla
przekrojow IV 1 V z podaniem zwrotow naprezen t23 1 naprezen normalnych onn . Nalezy
podkresli¢, ze napr¢zenia normalne sa jednakowe na $ciankach obroconych wokot osi 1 i
wynoszg one om= (o2 + o3)/ 21 o1 na $ciankach rownolegtych do ptaszczyzny (2, 3).

3.7.3. Kola Mohra

Jest to konstrukcja geometryczna, pokazana na Rys.3.9, ktéra dla znanych wartosci
naprezen gtownych oraz dopuszczalnych warto$ci onn Oraz v umozliwia wyznaczanie katow «,

S, v zawartych migdzy kierunkami gtownymi 1, 2, 3 oraz napre¢zeniem calkowitym o, (por.
Rys.3.9).

an
A T . B
::\s 11 LA }(1
R [T
11 ;, I K
w7\
pre \ | A2 b ‘3
\
oN f \ |
Vv g
0 M; 0 3 M, 0, O, M,
Ks
03
0y T
4

Rys. 3.9. Kota Mohra dla przestrzennego stanu naprezen

Mozna udowodnié, por. np. [5], ze punkt C oznaczajacy koniec wektora M o dhugosci

on 1 sktadowych onmn i = , por. Rys 3.9, moze leze¢ tylko w obszarze zakreskowanym,
ograniczonym trzema kotami o $rednicach o1— o3, o1 — o2, o2 — O3.

3.7.4. Naprezenie na przekrojach rowno nachylonych

Zajmiemy si¢ obliczeniem naprezen na przekroju rowno nachylonym wzgledem kierunkow
glownych, dla ktoérych dostawy kierunkowe normalnej i przyjmg wartosci

M =n,=N3==% 1 . (3.39)

J3
Podstawienie (3.38) do wzoréw (3.34) i (3.36) daje:

ot =St vt vas (340.1)

Onn = Ookt :%( o1+0,+03), (3.40.2)

13



2

TN = Tot = %(012 +0," + 032) —%(01 +0y+03)°. (3.40.3)

Przekroje réwno nachylone tworza boki osmiosécianu foremnego (oktaedru), pokazanego na
Rys. 3.10 . Na kazdej $ciance o$mioscianu wystepuja takie same naprezenia oktaedryczne, tzn.
naprezenia normalne ($rednie) ookt | Styczne 7okt , okreslone wzorami (3.40).

W dalszym ciggu bedziemy korzystali z oktaedrycznego naprezenia stycznego jako miary

wytezenia materiatu oraz jego uplastycznienia. W tym celu wzor (3.40.3) mozna napisaé w
postaci:

2
Tokt = §(~]12 -3Jy) =

1 2 2 2
01-0) +(0-05)*+ (03-01)” =

%\/(ax -ay)2 +(ay -az)2+(az -ax)2 +6 (rxyz +Ty22 +TZX2) . (3.41)

Rys. 3.10. O$mio$cian z naprezeniami oktaedrycznymi ookt | Zokt
2,2
Tokt 25(31 -3Jy) =

1 2 2 2
01-0) +(0-05) "+ (03-1)” =

%\/(O'X -ay)2 +(ay -0'2)2+(az -ax)z +6 (‘L'Xyz +Ty22 +sz2) . (3.41)

3.8. Ré6wnania rownowagi wewnetrznej we wspolrzednych walcowych

Dotychczas opieraliSmy sie na uktadzie wspotrzednych kartezjanskich (X, y, z). W niekto-
rych zagadnieniach bardziej przydatny jest uktad wspotrzgdnych walcowych (r, 6, z) pokazany

na Rys. 3.11.Korzystamy z rownowagi sit wzgledem dwusiecznej kata d6, zaznaczonej na Rys.
3.11b jako linia 0-A:
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7 er(r +dr)dodz—o, rdodz +(m+ aafgr d@]drdzcos(%ej—

(a I
o
_ wrdrdzcos(d;j— (O’g +%d9jdrdzsin(d79] -0y drsin(d?e}r

+ (rzr +8;Z" dzj%(rd9+(r+dr)d9)dr — rzr%(rdeﬁ r+dr)dddr+RdOdrdz=0.

a) b)

Rys. 3.11 : a) Element walcowy i naprezenia na jego $ciankach,
b) Naprezenia na plaszczyznie (r, 6, dz)

Przyjmujemy sin(dé/2) =~ d6/2, cos(dO/2) ~ 1 oraz zachowujemy cztony z mnoznikami
rdé dr dz co daje rownanie

0 _
00, 1%  Otw .9 =% | dgdrdz=0
or r o0 0z r

I po podzieleniu przez rdé@drdz dochodzimy do pierwszego rownania rOwnowagi. Dwa p0z0s-
tale rownania rownowagi otrzymujemy z warunkOw zerowania si¢ sit rownoleglych do linit A-B,
pokazany na Rys. 3.11boraz ¥, =0.

Lacznie otrzymujemy trzy réwnania rownowagi wewnetrznej we wspotrzednych walco-

wych:

&i+1%+%+—0—r_06+|?:0’
o r o oz r

Ot 1009 Ot 2T g (3.42)
or r ol oz r

Oty (100 002 T 7 ¢
o raoo o, r

Tak samo jak w ukladzie kartezjanskim z réwnan rownowagi momentéw wynika symetria
tensora napr¢zen w uktadzie wspotrzednych walcowych, tzn.:

o= Tor, Tz= 720, Tar = Trz . (3-43)
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