6. Zestawienie rowna teorii sprezystoci

6.1. Podstawowe grupy rowna TS

W poprzednich rozdziatach zostaly wyprowadzopedstawowe rownania teorii
sprezystaci. Zestawiamy je w trzech gtéwnych grupach rowins.

|. Réwnania statyki (dynamiki)

1. Réwnania rownowagi wewtrznej(nazywane terownaniami Naviera):
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gdzie w nawiasach podano wietkd odpowiadajce sitom bezwitadrimi, ktdre wysgpuja w
réwnaniach dynamiki ( rownania statyki gtaje rownaniami ruchu).

2. Rownania rownowagi na powierzchni ograniczajcej ciato odksztatcalne

Pnx= Ox Nx+ TyxNy + TzxNz,

Pry= By + GyNy + TzyNz, (6.2)

Pnz= zlx + Tyzy + Oz .

Il. RGwnania geometryczne

1. Terébwnania odpowiadaj zwigzkom midzy odksztatceniami i przemieszczeni@iv-
nania nazywane ta6wnaniami Cauchy’ego):
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2. Rownania nierozdzieldoi (ciggtosci) odksztalce (nazywane réwnaniami de Saint-Venanta):
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lll. Réwnania fizyczneodpowiadajce algebraicznym zwzkommiedzy odksztatceniami
i naprezeniami(nazywane teuogoélnionymi rownaniami Hooke’a):
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gdzie wys¢puja moduty sztywnéci YoungaE lub tez Kirchhoffa:
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Réwnania (6.5) mma napisaw postaci odwroconegblenasé¢ naprezern od odksztatod:
oy =2Gey+tAd , 0,=2Gey+Ad , 0,=2Ge, + A7
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gdzie postugujemy simodutem Lameégd, zaleznegood modutdow sztywnii E lub G oraz
wspotczynnikiem Poissonai dylatacy 9 :
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Z rownar (6.7) wynika zwizek dla pierwszych niezmiennikdw tensorow ragid i
odksztatcé. Przez dodaniex + gy + g; otrzymujemy:
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gdzie:

9=0X+0y+aZEJf, Fd=e,+e, +e, =7 . (6.10)
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Podstawowy uktad rownai TS tworza:

Nazwa rowna: liczba rownai
I. Rbwnania réwnowagi (6.1) 3

[l. Rbwnania geometryczne (6.3) 6

[ll. Réwnania fizyczne (6.5) lub (6.7) 6
Razem rowna 15

Podstawowe grupy niewiadomych:

Nazwa niewiadomych liczba niewtadych
1) Napezenia O, Oy, Oz, Tny , Tyz, Tax 6
2) Odksztalcenia &, &, &, Wy, Wz, Vi 6
3) Przemieszczenia, v, w 3
Razem niewiadomych 15

Jesli korzystamy z trzech grup rowndo rOwnania rownowagi na brzegu ciata (6.2ystu
sformutowaniu warunkéw brzegowych, a réwnania ridmelndgci odksztatcé (6.4) petnj
role sprawdzianu poprawso otrzymywanych rozwgzan. Jeli nie obliczamy przemieszcée
(mamy 12 niewiadomyclyy oraz & ) korzystamy z 3 rownarownowagi (6.1), 6 rowna
fizycznych (6.5) lub (6.7) oraz 3 rowmanierozdzielnéci (6.4). Najprdciej jest wybré 3
pierwsze roéwnania nierozdziekoh, a 3 pozostate ay¢ do sprawdzenia otrzymywanych
rozwigzan.



6.2. Inne ukiady rownan TS

W zalenoéci od wyboru podstawowych niewiadomych otrzymujeragipowiednio
przeksztatcone grupy rownds.

6.2.1. Réwnania TS w przemieszczeniach

Jako podstawowe niewiadome przyjmujemy przemiesuaze(dokiadniej funkcje
wektorowego pola przemieszcge

u=fi(x,y,2, v=ho(x,y,2, w=f3(X,y, 2 . (6.11)
Aby otrzyma& odpowiednie 3 rownania podstawiamy prawe stromynagh geometrycznych

(6.3) a nasipnie do réwna fizycznych (6.7) i do rownarownowagi (6.1). Przeksztatcenia s
pokazane tylko w odniesieniu do 1 réwnania rownawag
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Dochodzimy w ten sposOb downai rownowagi wyraonych przez przemieszczen(i®
réwnania nazywa sirownaniami Lamégo

(A +G)%+GDZU+X =0,
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gdzie dla skrécenia zapisu pozostawiono:
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Poniewa zostaly wyeliminowane nagtenia dlatego rownie warunki brzegowe (6.2)
wyrazamy przez przemieszczenia (dokiadniej przez gragiety. pochodne cstkowe

przemieszcze:
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6.2. Réwnania TS w nap¢zeniach

Po przeksztalceniach podobnych dozejypokazanych, por. [4], ss. 90-91, dochodzimy do
6 rownai nierozdzielngci wyrazonych przez naptenia(rownania Baltramiego-Michella):
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Uwagi:
1. Oczywicie, rownania (6.16) uzupetniamy rownaniami (6ag)powiadagcymi nape-
zeniowym warunkom brzegowym;

2. Na koniec tego punktu naledod&, ze zarbwno rownania w przemieszczeniach (6.13)
jak tez w napezeniach (6.16) spetniawarunki jednoznaczrioi rozwigzan;



3. Nalery podkreli¢, ze przytoczone dwa uktady rownadpowiadaj dwom podstawo-
wym metodom sformutowanym w mechanice konstrukajiwiec metodzie przemieszeze
metodzie sifdoktadniej uogolnionych nagten).

4. Wyprowadzone uktady rowhamog by¢ modyfikowane w rény sposob w ramach
réznorodnych réwnametody mieszanej

6.3. Podstawowe metody rozwizywania rownan TS.

W ogodIndci istniep trzy podstawowe metody rozyziywania rowna TS:
1. Sposo6b bezpeedni (prosty) catkowania rownarl'S;

2. Sposob odwrotnygdy z gory przyjmujemy posidunkciji dla okrélonych grup wielkéci
a nasgpnie obliczamy bdz parametry bdz tez post@ rozwigzan dla pozostatych wielkai.

3. Sposob axciowo odwrotny gdy w ramach grupy wielkoi (np. warunki brzegowe)
cze$¢ sktadowych z géry zaktadamy, a pozostate obliczamiywna TS.

4. Metody przyblione opierag sie na sformutowaniach stabych, tzn. na funkcjonatach
odnoszacych s¢ do calych cial odksztatcalnych lub ich ¢éziach i/lub na metodach
numerycznych.

5. Spdréd metod przyb#ionych naley wymieni meto@ Ritza oparta na twierdzeniu o
minimum energii potencjalnej oraz megodrtogonalizacji Galerkina wykorzystujca zasad
prac wirtualnych dabliczania sit residualnychObydwie metody naig do tzw.sformutowa
stabych gdyz obliczap funkcjonaly odnosxe s¢ do calego ukiadu mechanicznego (catej
konstrukcji) lub jego oxci (np. réwnania giter konstrukcji lub réwnania egci nieprze-
suwnych uktadu mechanicznego).

6. Obydwie wyej wymienione metody przylone § formutowane w postaci analitycznej
i ze wzgkdu na ich whaciwosci s3 wiagczane dometod komputerowyghktére opieraj sie na
wykorzystaniu i przetwarzanidanych w postaci liczbowe]e metody mogmie¢ swoje wersje
komputerowe np. w odniesieniu do podstawowych metedhaniki budowli. Sppodd metod
komputerowych zawrotnkariek zrobita Metoda Elementoéw Skczonych(MES), por. Punkt
1.5. W MES postugujemy simetodami Ritza o Galerkina oraz sformutowaniarmbgmi celem
obliczania sztywngi elementéw skiaczonych.

7. W naszym wyktadzie TSP eksponujemy metody analitgcRG@ne metody przybtionei
komputerowess rozwijane w odniesieniu do zagadiewigzanych z wyktadami przedmiotéw
zawodowych, np. konstrukcje metalowe, konstrukcgtobowe i zelbetonowe, mechanika
gruntow i fundamentowanie. Tym nie mniej zrozumgemetod analitycznych dyskutowanych w
TSP jest wartsciowym kluczem do rozumienia formutowaniazngch metod przybkionych i
ich zwigzkéw ze zjawiskami fizycznymi.



