9. Podstawy teorii plastycznosci (TP)
9.1. Wprowadzenie

Podstawowym doswiadczeniem jest rozcigganie laboratoryjnych probek metalowych, Rys. 9.1a.
Wykres zaleznosci stanu jednoosiowego o (&) dla stali miekkiej pokazano na Rys. 1b. Na wykresie
zaznaczono wartos$ci naprezen Ru, Rs, Re, Rm , odpowiadajace punktom A, B, C, D, F na wykresie
rozciagania o — ¢ . Te punkty ograniczaja zakresy obowigzywania odpowiednio: prawa Hooke’a,
nieliniowe] sprezystosci, plynigcia plastycznego, poczatkowi wzmocnienia i osiggni¢cia wytrzymatosci
materiatu.
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Rys. 9.1: a) Proba laboratoryjna badania materiatu na rozciaganie,
b) Wykres naprezenie-odksztatcenia o—¢

Wiadomo z WM obserwowany wykres o —& opisuje przebieg ztozonych proceséw na poziomie
mikrostruktury materiatu, w szczeg6lnosci uruchomianie mechanizméw niszczenia ciaglosci struktury
wewnetrznej mikrosktadnikow i dysypacji energii wewngtrzne;.

Przytoczono wykres o— ¢ dla stali migkkiej z wyrazng granicq plastycznosci R.. Wiele materiatlow
(w tym stal twarda, stopy aluminium) nie majg wyraznej lecz umowng granice plastycznosci, por. Rys.
9.2a. Stopy metali wykazuja ponadto podobne wtasciwosci na $ciskanie i rozcigganie, co je rézni od
materiatow wrazliwych na znak naprezen. Dla przykladu, na Rys. 9.2b pokazano wykres jednoosiowego
Sciskania/rozciggania dla betonu, ktory ma nosno$¢ wielokrotnie wyzszg na $ciskanie fc niz na
rozciaganie fi.
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Rys. 9.2. Charakterystyki materiatow: a) Symetryczna zalezno$¢ o —&
na rozcigganie/$ciskanie, b) Wrazliwo$¢ na znak napr¢zenia o



Inng istotng cechg uplastycznionego materiatu jest wrazliwos¢ naprezenia o na zmiane¢ kierunku
przyktadanych obcigzen. Na Rys. 9.3 pokazano wykres o—¢ dla zmiennych kierunkéw obciazenia, tzn.
po przekroczeniu granicy plastyczno$ci Re i osiagnieciu wartosci naprezenia ox nastepuje lokalne
odcigzenie wzdhiz $ciezki ov— & , innej niz dla wcze$niej realizowanego obciazenie. Po ,,zdjeciu”
obcigzenia, tj. osiagniecia punktu H’ pozostaje trwale odksztaicenie, ktore nazywa si¢ odksztatceniem
plastycznym ¢, .
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Rys. 9.3. Lokalne odcigzenie i obcigzenie

Powtoérne obcigzenie bedzie wywolywato Sciezke o—¢& wzdtuz petli histerezy, ktora obejmuje
obszar proporcjonalny do dysypowanej energii wewngtrznej. W przyblizeniu $ciezka odcigzenia jest
rownolegta do stycznej w punkcie poczatkowym 0 i kacie nachylenia arctg E , gdzie E jest modutem
sprezystosci w prawie Hooke’a.

Doswiadczalne charakterystyki materialu o — ¢ otrzymuje si¢ dla jednoosiowego stanu naprezenia
(rozciagania/Sciskania) materiatu. Realizuje si¢ tez inne do$wiadczenia laboratoryjne, np. prostego
$cinania. Znacznie bardziej skomplikowane sg realizacje stanéw zlozonych, rozpoczynajac od standw
dwu i, docelowo, trzyosiowych. Badania doswiadczalne ulegaja dalszym komplikacjom jesli obciazenia
sg cykliczne, gdy wielokrotnie sg realizowane stany obcigzen/odcigzen. Otrzymywane wyniki
doswiadczen stanowig podstawe do sformutowania rdéznych, na ogét dalece uproszczonych modeli
materialow, ktore stosuje si¢ zamiast liniowych rownan fizycznych materiatu (modelu) Hooke’a

9.2. Jednoosiowy stan naprezenia w TP
Jednoosiowego stanu naprezenia jest rozpatrywany obszernie w wytrzymato$ci materiatow i
mechanice konstrukcji, w odniesieniu do analizy idealnie sprezystych kratownic i zginania belek oraz

ram ptaskich. Celem wyktadu jest zwrocenie uwagi na problemy, jakie zjawiajg si¢ przy uwzglednieniu
plastycznych wlasciwos$ci materiatu.

9.2.1. Przyjete zalozenia i modele materialu

1. Przyjeto jedynie proste modele materiatu o symetrycznych wiasciwosciach na
sciskanie/rozcigganie.

2. Uwage skupiono na modelu biliniowym dla jednoosiowego rozciggania, zwtaszcza na idealnym
modelu materiatu sztywno-plastycznego lub sprezysto-plastycznego, Rys. 9.4b,c.



3. Oprocz skupienia uwagi na materiale bez wzmocnienia (ograniczamy si¢ do czgsci O - C-D
wykresu o —¢na Rys. 9.1b) pomija si¢ tez wptywy reologiczne (predkosci naprezen i odksztatcen) jak
tez dynamiczne (przyspieszenia). Tak wiec przyjmuje sig, ze proby rozciagania s3 wykonywane w dos¢
dhugim czasie jako badania statyczne. Pomijamy tez sprzezenia termo-mechaniczne.
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Rys.9.4: Modele materiatow i ich mechaniczne analogi:
a) Material liniowo sprgzysty, b) Materiat sztywno plastyczny, ¢) Materiat idealnie
sprezysto-plastyczny, d) Materiat sprezysto-plastyczny z liniowym wzmocnieniem

Przyjete zatozenia umozliwiajg budowanie modeli materiatow dla stali migkkiej i w ograniczonym
stopniu moga by¢ przydatne do analizy stanow granicznych tych konstrukcji, w ktérych dominuje
jednoosiowy stan napr¢zenia. Oprocz zaleznosci o— €, na Rys. 9.4 pokazano tez symulacj¢ mechaniczng
tych zalezno$ci za pomoca sprezyn | suwaka z suchym tarciem. Sprezyny modeluja liniowe zalezno$ci
o (&) a suwak umozliwia opis nieciagtosci pochodnych tych zaleznos$ci, zwigzanych z przechodzeniem
od zakresu sprezystego do sprezysto-plastycznego jak tez poczatek lokalnych odcigzern i realizowanie
petli histerezy.

Na Rys. 9.4 pokazano proste modele materiatdw, oparte na odcinkowo liniowej aproksymacji
charakterystyki jednoosiowego rozciggania. Wychodzi si¢ od najprostszego materiatu idealnie
sprezystego, ktory fizycznie mozna modelowaé sprezyna o sztywnosci E, Rys. 9.4a. Jesli zamiast
sprezyny wprowadzi si¢ suchy suwak o wartosci sily tarcia T ~ Re to otrzymuje si¢ model materiatu
sztywno-plastycznego, Rys. 9.4b. Potaczenie spre¢zyny z suwakiem prowadzi do materiatu idealnie
sprezysto-plastycznego, Rys. 9.4c. Dodanie dodatkowej sprezyny o sztywnosci E, daje model materiatu
sprezysto-plastycznego ze wzmocnieniem, Rys. 9.4d.

Najczesdciej stosuje si¢ modele pokazane na Rysunkach 9.4b i c¢. Model materialu sztywno
plastycznego otrzymuje si¢ jako przypadek graniczny materiatu idealnie sprezysto-plastycznego
przyjmujac sztywnos$¢ E — oo . W takim modelu nie wystepuja odksztatcenia sprezyste a odksztalcenia
plastyczne & majg warto$¢ zmienna, zalezng od warto$ci odksztatcenia, dla ktorej rozpoczyna si¢ proces
plastycznie bierny, tj. lokalne odciazenia/obcigzenia (punkt p na krzywej rozciggania, pokazany na Rys.
9.4b).

Ogodlniejsze wlasciwosci ma model idealnie sprezysto-plastyczny. Podstawowa wlasciwoscia tego
modelu jest mozliwo$¢ nieograniczonego wzrostu odksztatcen (ptynigcie materiatu) dla odksztatcen ||
> &p. Na Rys. 9.4c pokazano tez mozliwos¢ sterowania odksztalceniem i dla ¢ realizowanie odcigzenia



az do warto$ci naprezenia o= — Re. W punkcie (-) moze pojawi¢ si¢ wtdrne plyniecie az do punktu *x,
w ktorym jest realizowane wtorne obcigzenie okreslajace petle histerezy.

Uogo6lnieniem modelu idealnie sprezysto-plastycznego jest model ze wzmocnieniem liniowym,
jaki daje dodatkowa sprezyna o sztywnosci Ep, Rys. 9.4d. Ta sprezyna eliminuje mozliwo$¢ powstania
nieograniczone plynigcia. Mozna stosowac sterowanie napr¢zeniowe i w przypadku lokalnego
odcigzenia rozpoczyna si¢ wtorne uplastycznienie, zgodne z tzw. efektem Bauschingera, ktory okresla
warto$¢ naprezenia o) =~ o« — 2 Re
Opisane modele stuza analizie stanu jednoosiowego. W przypadku wieloosiowych stanéw naprezen
formulowanie modeli jest znacznie bardziej zlozone. Nie mozna si¢ wtedy postugiwaé analogiami
»Sprezynowo-suwakowymi” lecz modelami opartymi na teorii osrodka ciagtego z odksztalceniami
plastycznymi.

9.2.2. No$nos$¢ sprezysta i plastyczna prostego ustroju no$nego

Jako prosty ustroj no$ny przyjeto uktad trzech niewazkich lin o polach przekroju A = const., i 0
granicy plastycznosci Re, por. Rys. 9.5a. Pret jest obcigzony sitg P, przytozong do sztywnej poprzeczki.
Zatozono model materiatu idealnie sprezysto-plastycznego o granicy plastycznosci Re dla odksztalcenia
& . Na Rys. 9.5a zaznaczono przemieszczenie U pod sitg P, ktoremu odpowiadaja przemieszczenia Ui
punktéw i = 1, 2, 3 koncoOw lin.

Rozpatrzono trzy obcigzenia, dla ktérych jest osiggana granica plastycznosci w linach 1, 2, 3 (por.
Rys.9.5 d-f). Odksztatcenie na granicy plastycznos$ci & Wynosi
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gdzie: E — modut sprezystosci, L — dlugo$¢ liny, por. Rys. 9.5a. Uplastycznienie pretow okreSla tez
warto$¢ sily podiuznej

Np=ReA. (9.2)

Obciazenie oblicza si¢ z warunku rownowagi > = P, zakladajac, ze reakcja w punkcie obrotu

sztywnej poprzeczki jest rtowna zero. W ten sposob otrzymuje si¢ wzor

Pj:§3)Nij, (9.3)
i=1

gdzie: P J — warto$¢ obcigzenia dla uplastycznienia j-tej liny, Nij — sita podtuzna w linie i-tej dla
uplastycznienia liny j-tej.

Najpierw ulega uplastycznieniu pret 1 i taki stan @ nazywa si¢ Stanem osiagnigcia nosnosci
sprezystej Ps - Na Rys. 9.5d ten stan oznacza koniec zakresu sprezystego (powstaje pierwsze
odksztatcenie plastycznych £, w linie 1). Nosnos¢ sprezysta Ps analizowanego ustroju wynosi, por. Rys.
9.5¢, g:

3
Po=Pl= Y N'= N} + N3+ N3=(1.0+067+033)N,=20N,. (9.4.1)
i=1
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Rys. 9.5: a) Schemat uktadu lin sprezysto-plastycznych @, @, @, b) Przemieszczenia sztywnej
poprzeczki dla stanéw obcigzen 1, 2, 3, ¢) Wartosci sit podtuznych w linach,
d,e,f) Wartosci naprezen i odksztalcen w linach,dla kolejnych standw obcigzen,
g) Sciezka rownowagi Pi/Pp — ui /Uy

Obcigzeniu P! = 2.0 N, odpowiadaja warto$ci wzgledne sit podtuznych w linach, pokazane na Rys.
9.5¢ jako PY Np= 2.0, N1*/Ny = 1.0, N2'/Np = 0.67, N3'/N, = 0.33. Na Rys. 9.5b narysowano wartosci
wzgledne przemieszczen sztywnej poprzeczki Ui (Ps)/uL = 1.33 oraz konicow lin ui/up = 1.0,u1/up = 1.0,
Uz/up = 0.67, us/up, = 0.33. Na Rys. 9.5g naniesiono potozenie punktu 1, odpowiadajace pierwszemu
uplastycznieniu w linach, na tzw. Sciezce rownowagi. Jest to krzywa zaleznosci P(uL) rysowana na
ptaszczyznie (P/Pp, ul/up). Punkty niecigglosci $ciezki réwnowagi odpowiadajg  kolejnym
uplastycznieniom lin. Punkt 1 odpowiada no$nosci spr¢zystej ustroju, okre$lonej przez (9.4.1).

Dalszy wzrost obcigzenia powoduje uplastycznienie liny @, Rys. 9.5¢, skad wynika obcigzenie P
2, por. Rys.9.5¢c:

P2/Np=(1.0+1.0+05)=25 (9.4.2)

i odpowiednio up, (P?2) /u. = 2.0, Rys.9.5b, g.



Zwigkszenie obcigzenia P prowadzi do stanu sprezysto-plastycznego, w ktorym obok odksztalcen
plastycznych wystgpuja odksztatcenia sprezyste €< & . W szczegdlnoscei jest to stan 2, por. Rys. 5¢), w
ktérym uplastycznieniu ulegaja prety @ i @tj. N1 = N2 = Np natomiast N3s=0.5 N, .

Uplastycznieniu liny ® towarzyszy obcigzenie
P3/Npy=P,=(1.0+1.0+1.0)=3.0. (9.4.3)

i przemieszczenie u/u, (P 3 ) = 4.0. Poniewaz wszystkie liny ulegly uplastycznieniu nastepuje
osiggniecie stanu granicznego 3, dla ktorego P 3 = P, i dalszy wzrost obcigzenia jest niemozliwy, gdyz
ustr6j zmienia si¢ w mechanizm (teoretycznie przemieszczenie moze rosnac nieograniczenie, tj. Uy (Pp)
— ).

Reasumujac mozna stwierdzi¢, ze:

1) osiggniecie nosnosci sprezystej wigze sie z powstaniem pierwszego uplastycznienia ustroju,
2) nosnos¢ plastyczna (graniczna) ma charakter globalny, gdyz oznacza wyczerpanie nosnosci
ustroju przez jego przeksztatcenie w mechanizm.

Kosztem uplastycznienia cze$ci czy tez catego ustroju mozna wykorzystaé zapas nosnosci jaki
okresla wzgledna réznica (Pp — Ps) / Ps. Zapas no$nosci ZN oblicza si¢ wzorem

P

Zapas no$no$ci analizowanego ustroju wynosi, por. Rys. 9.5g:
ZN = (3Np/2.0N, — 1) 100% = 50% .

To oznacza, ze obcigzenie nosnosci sprezystych mozna jeszcze zwiekszy¢ o 50% aby osiggna¢ nosnosé
graniczng ustroju.

9.2.3. Zginanie spre¢zysto-plastycznego preta
Zalozenia:

Do stosunkowo prostych zagadnien TP nalezy zginanie pretow sprezysto-plastycznych. Opierajae
si¢ na nastgpujacych zatozeniach:

1. Pret ma przekrdj monosymetryczny, z ptaszczyzng zginania (X, y), Rys. 9.6a.
2. W precie wystepuje jednoosiowe pole naprezen ox = o(X,Y) .
3. Rozpatruje si¢ stan czystego zginania, tzn. w odniesieniu do przekroju poprzecznego o polu

przekroju A bedzie zerowala si¢ sita podtuzna N(x) i wystepuje tylko moment zginajacy M(x). Warunki
czystego zginania sg okreslone przez nastepujace wzory:

N(x)=j/£a(x,y)dAEO , M(X) =[[a(x,y) ydA. (9.6)
A

4. Obowiazuje prawo plaskich przekrojow Bernoulliego-Eulera, Rys. 9.6b:

eXy)=x(X)y, (9.7)



gdzie: x (X) — krzywizna osi preta, ktora dla matych ugig¢ (doktadniej matych katow obrotu przekroju
preta) okresla wzor:

2

d“v
K (X) :_FE_V’XX ; (9.8)

gdzie: v (X) — ugigcie preta, por. Rys. 9.7a.

5. Przyjmuje si¢ model materiatu idealnie sprgzysto-plastycznego o symetrycznych
wlasciwosciach na Sciskanie/rozcigganie, Rys. 9.4c¢:

f)
£ -R, -R, -R, -R,
- 2 yg ° :}’ 9 ° % q _e_y q
A1 y‘ _y1 ::
() Z : Z g g %o =N =),
\¥ Yo Yo =
& = | % )2 :g — 7
£q Yd 74 Yd R, Yd R, Yd R,
Y Y Y Y Y Y

Rys. 9.6: a) Przekroj monosymetryczny, b) Liniowy rozktad odksztatcen, ¢) Sprezysty rozktad
naprezen, d, e) Napre¢zenia przy jednostronnym i dwustronnym uplastycznienie przekroju preta,
f) Catkowite uplastycznienie przekroju

Rozwijanie si¢ uplastycznienia przekroju.

Na Rys. 9.6 pokazano zmiany rozktadu naprezen o (X,y) w przekroju poprzecznym o rzgdnej X,
por. Rys. 9.7a, przy rosngcej warto$ci momentu zginajacego M (X). Zgodnie ze wzorem (9.7) rozktad
naprezen ¢ (X,y) wzdhuz osi y bedzie stale liniowy, Rys. 9.6b. Inaczej jest z naprezeniami o (X,y), gdyz
w kazdym punkcie y musi by¢ tez spetnione rownanie materiatu (&), Rys. 9.7b.

Kolejne rysunki 9.6¢,d,e,f pokazuja zmiany naprezen i odksztalcen przy wzroscie obcigzenia. W
najbardziej wyt¢zonym przekroju belki (np. w $rodku rozpigtosci belki na Rys. 9.7a) moga powstac
odpowiednio nastepujace rozktady naprezen: ¢) sprezysty Rys. 9.6¢c,  d) jednostronne uplastycznienie,
Rys. 9.6d, ¢) dwustronne uplastycznienie, Rys.9.6e, f) catko-wite uplastycznienie przekroju, Rys. 6f.
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Rys. 9.7: a) Przyktad zginania belki sprezysto-plastycznej,
b) Naprezenia w skrajnych wtoknach yqi yg w $rodku rozpigtosci belki

Na Rys. 9.7b pokazano wzrost odksztatcen, odpowiadajacych uplastycznieniu przekroju jak na
Rys.9.6a. Granica zakresu sprezystego jest okreSlona wspolrzednymi y; oraz y», aby dla pelnego



uplastycznienia otrzymac Y1 = Y» = Yo, gdzie wspotrzedna Yo okresla potozenie osi obojetnej, por. Rys.
9.6f, obliczane wzorem (9.6):.

Rozwijanie si¢ uplastycznienia przekroju zalezy od wartosci krzywizny x we wzorze (9.7). Jesli
napiszemy
Kylz_gp, Kyzzgp,
to odejmujac te rownania stronami otrzymujemy wzor na krzywizne:
_ 2¢) _ 2R,
2=y E(y2-y1)

K

(9.9)

Przegub plastyczny dla zginania i plastyczny wskaznik wytrzymaloSci.

Ze wzoru (9.9) wynika, ze dla y» — y1 krzywizna bedzie rosta nieograniczenie k¥ — o , a wigc
promien krzywizny p = 1/k — 0 . W ten sposéb laczy si¢ przypadek pelnego uplastycznienia z
osobliwoscig jaka jest zmierzanie promienia krzywizny do 0, por. Rys. 9.8. Punkt na osi preta, w ktorym
wystepuje dyskutowana osobliwos$¢ krzywizny jest przegubem plastycznym, gdyz wokot niego moga
powsta¢ dowolne obroty 8. W przegubie plastycznym moment zginajacy o wartosci granicznej M, nie
ulega zmianie, natomiast kat = 81+ 2= 0 moze przyjmowa¢ dowolne wartosci.

a)

Rys.9.8: a) Przegub plastyczny i dziatajagcy w nim moment plastyczny (graniczny) Mp ,
b) Rozktad naprezen odpowiadajacy momentowi M, , ¢) Potozenie osi obojetnej zo dla petnego
uplastycznienia przekroju, d) Rozktad napr¢zen, odpowiadajagcy momentowi Ms , okreslajacemu
no$no$¢ sprezysta przekroju.

Moment plastyczny M, oblicza si¢ wzglgdem osi obojetnej zo, przesunigtej od osi cigzkosci z na
odlegto$¢ yo, por. Rys. 9.8¢c. Wartos¢ Yo oblicza si¢ z warunku zerowania sie sity
podiuznej (rozpatruje si¢ czyste zginanie):

NX)=[fo(y;x)dA=—R, TYdF +R, [ydF =R, x(-A +A,) =0,
A Aq Az

co daje warunek, z ktorego oblicza si¢ Yo:

©10)

Znajac pola powierzchni Az i Az liczysi¢ moment plastyczny M, zginania przekroju catkowicie
uplastycznionego:



Mp=[[oydA=—R, [[YdF+R; [[ydF =—-R.S; +R. S5.
A Aq Ay

Otrzymuje si¢ w ten sposob wzor na moment plastyczny M, okreslony wzorem:

M, = Ry Wy (9.11p)

gdzie wystepuje plastyczny wskaznik wytrzymatosci:

p=[Si|+][So]. (9.12)
Moment (9.11p) jest tez momentem granicznym wyczerpania no$nosci przekroju poprzecznego
dla czystego zginania, tj. M, = Mg .
Tutaj nalezy przypomnieé nosnosé sprezystg przekroju poprzecznego dla czystego zginania:

Ms= Rg Ws, (9.11s)

gdzie sprezysty wskaznik wytrzymatosci Ws jest definiowany wzorem z wytrzymato$ci materiatow:

|
W, = ; z_ (9.125)
max

W (9.12s) odlegtos¢ Ymax = max (| Y|, | Yd|) jest odmierzana od osi cigzkosci z, por. Rys.9.8c.
Przyklady obliczania W, i W,

1. Przekroj prostokatny. Taki przekroj jest bisymetryczny skad wynika, ze rzedna yo=.0, a wiec
osie z i zo pokrywaja sig. Dla pola A = bx h otrzymuje si¢ wzory:

2 3 2
wp=pn R _BhT -y 2_bh"2_bh™ (9.13)
24 4 h 12h 6

Miedzy momentem plastycznym My i momentem sprgzystym Ms zachodzi zwigzek:
Mp=1.5Ms, (9.14)

a wigc no$nos$¢ plastyczna przekroju prostokatnego My jest o 50% wyzszy niz nos$noS¢ sprezysta
okre$lana przez moment Ms , tzn. Ze zapas nosnosci przekroju ZN = 50%.

2. Monosymetryczny przekrdj teowy. Wymiary przekroju pokazano na Rys. 9.10. Wartosci

wielkosci geometrycznych oblicza si¢ jako roznice wartosci dla pola przekroju poprzecznego
ograniczonego konturem zewnetrznym minus warto$¢ wielkosci dla otworu:

e Zakres sprezysty

A=A+A=5a%2+7a?=12a?,



Sgs = 5a?x0.5a%+ 7 a?(a + 3.5 a)30

=2.5a%+31.5a®=34.0 a3,

5a
34.0 S —_
n="""=283a, SENNVA\ e
12 §§ 2y &
3 7
Iz=m+(5ax8a)x(4a—2.83a)2 7K
12 N %
4ax7a’ % ?
2922 (4ax7a)x(45a- 2.83a)2 .
12 .
=75.67 a* .
y
_ 1567 14.64 83 Rys.9.9. Monosymetryczny przekroj
P (8.0-2.67) ' teowy

e Zakres plastyczny
5a?+ax(yo—a)=ax(80-y)) — yo=2a

|Sl|:5a2><(2—0.5)a+a2%a=8.0a2,

1
S= - (80-20y2°=1804"

W,=8.0a%+18.8.0a®=26.0a%.
e Zapas nos$nosci przekroju

ZN = 260 _ x100%=77.6% .
14.67

Na Rys. 9.10 pokazano warto$ci plastycznych wskaznikow wytrzymatosci dla kilku wybranych,
bisymetrycznych przekrojow poprzecznych.
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Rys. 9.10. Plastyczne wskazniki wytrzymatosci dla wybranych przekrojow :
a) prostokat, b) idealny przekr6j dwuteowy, ¢) walcowany dwuteownik, d) koto



9.2.5. No$no$¢ graniczna belek i ram plaskich

Obliczanie no$nosci ptaskich ustrojow pretowych moze by¢ znacznie uproszczone przez przyjecie
modelu preta ze skupiong strefq plastyczng (model materiatu sztywno-plastycznego), ktora odpowiada
powstaniu przegubu plastycznego. Nosnos¢ liczy si¢ dla obcigzer jedno-parametrowych, tzn., ze
wszystkie sktadowe wektoro6w obciagzen przyktadanych do ustroju rosng proporcjonalnie do jednego
parametru obcigzenia . Na Rys. 9.13 pokazano belki obcigzone wektorem obcigzen:

pP= {Pl, P }: H P*, gdzie: P.i= H Pl* i P= U Pz*. (932)

Nalezy podkresli¢, ze wektor odniesienia P* ma wymiar sity, tj. skladowe tego wektora maja [P;i’]
= kN, a parametr obcigzenia u jest bezwymiarowy. W przypadku gdy np. P* = {1,2} kN czasami
zapisuje si¢ P1= u, P2=2u, co oznacza, ze parametr obcigzenia jest wymiarowy.

Na Rys. 9.13 pokazano belki obcigzone dwoma sitami P = g i P, = 2. No$no$¢ graniczna jest
osiggnieta dla warto$ci parametru g , dla ktorego w ustroju tworza si¢ przeguby plastyczne, ktore
czynig ustrdj chwiejny, tzn. zamieniajg go W mechanizm. Zaktada si¢ przy tym, ze miedzy przegubami
czgsci ustroju sg idealnie sztywne. Liczba przegubow plastycznych wiaze si¢ ze stopniem statycznej
niewyznaczalnosci n. W przypadku ustroju statycznie wyznaczalnego wystarczy tylko jeden przegub,
dla statycznie niewyznaczalnego trzeba n + 1 przegubow. Dalsze wyjasnienia prowadzone sa na
przyktadzie belki jedno-przestowej, Rys. 9.13.

a) b)
Py =P* P, =2P" Pi P,
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Rys.9.13: a, b) Belki statycznie wyznaczalna i niewyznaczalna, ich schemat statyczny, mechanizm
plastyczny i wykresy momentow zginajacych,
c) Model fizyczny dla sztywno-plastycznego zginania

9.2.5.1. Zalozenia, metoda kinematyczna i statyczna.

W dalszym ciggu oparto si¢ na nastgpujacych zalozeniach:



1. Rozpatruje si¢ belki i ramy plaskie, ztozone z pretow zginanych, obcigzonych jedynie sitami lub
momentami skupionymi, tak ze migdzy weztami i punktami charakterystycznymi wykresy momentow
sg odcinkowo liniowe;

2. Zaktada si¢ model sztywno plastyczny dla momentow zginajgcych przekrdj, Rys. 9.13¢, gdzie w
przegubie plastycznym moment ma warto$¢ momentu plastycznego My ;

3. Stosuje si¢ dwie metody obliczania no$nosci graniczne;j:

a) Metoda statyczna polega na obliczaniu takiej warto$ci parametrow obcigzenia i, dla ktérych sa
spelnione warunki rownowagi i nie jest przekroczony warunek plastycznosci (moment zginajacy M| <
M, ) we wszystkich punktach ustroju;

b) Metoda kinematyczna polega na obliczaniu warto$ci parametréw obcigzenia uk przy zatozeniu
takiej liczby przegubow plastycznych, ktore uczynig ustréj mechanizmem.

Tworzenie mechanizmu

Ustroj bedzie przechodzit w mechanizm na skutek tworzenia si¢ przegubow plastycznych. Liczba
przegubow plastycznych wynosi

p<n+1, (9.33)

gdzie: n — stopien statycznej niewyznaczalnosci ustroju. Przeguby plastyczne moga tworzy¢ si¢ W
punktach charakterystycznych, ktérymi moga by¢: 1) punkty osi pretéw uktadu pretowego, w ktorych
sa przyktadane uogolnione sity skupione, 2) wezly, w ktorych schodza si¢ prety lub sa podpory, 3)
punkty nieciggtosci wskaznika plastycznego wytrzymatosci W, .

Mechanizm typowy jest okreslony liczba przegubow p :

p=n+1. (9.34)
Przypadek p < n + 1 wystepuje w mechanizmach lokalnych, tj. w pretach brzegowych lub czgsciach
statycznie wyznaczalnych rozpatrywanych konstrukcji pretowych.

Dalej rozpatruje si¢ mechanizmy typowe. Liczba typowych mechanizméow m jest rowna liczbie
kombinaciji

m= (”Jsrl):(n+1)! [s.—(n+1)]! !

(9.35)

gdzie: s — liczba punktow charakterystycznych.
9.5.2.2. Przyklad belki jednoprzestowe;j.

W dalszym ciagu objasnione sg obydwie metody na przyktadzie belki jednoprzestowej o danych
pokazanych na Rys. 9.14a. Belka sktada si¢ z trzech elementéw o weztach odpowiadajacych trzem
punktom charakterystycznym. Element belki 2-3 ma dwa razy wigkszy moment plastyczny 2Mp niz
pozostate elementy.

Belka rozpatrywana na Rys. 9.14 jest n = 1 statycznie niewyznaczalna, stad potrzeba p=n+1=2
przegubow plastycznych, aby belka zamienita si¢ w mechanizm. Liczba punktéw charakterystycznych

3

dla belki na Rys. 9.14b wynosi s = 3, skad wynika liczba mechanizmow m = |3 ] = 3, ktore zapisuje si¢

jako mozliwe kombinacje punktow charakterystycznych:

1,2), 2,3, 31). (9.36)



Na Rysunkach 9.14c pokazano mechanizmy odpowiadajace przegubom plastycznym
odpowiadajacym (9.36). Na rysunkach mechanizmoéw przy przegubach zaznaczono wartosci obrotow
przegubow plastycznych i przemieszczen w punktach przylozenia obcigzen.
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Rys.9.14 a)) Schemat analizowanej belki, b) Przyjety uktad podstawowy MS,
¢) Mechanizmy i uogdlnione przemieszczenia, d) Statycznie dopuszczalne wykresy momentow
zginajacych, odpowiadajace mechanizmom na Rys. 9.14¢

Metoda statyczna

Przyjmuje si¢ jeden z mozliwych schematow podstawowych metody sit z niewiadomymi sitami
hiperstatycznymi. Na Rys.9.14b pokazano wspornik z sita hiperstatyczng X. Dla tego schematu pisze
si¢ rownania rownowagi momentow w punktach charakterystycznych:

Mi=X1, Mo=2X1-ul, Ms=3X1-4ul. (9.37)
Teraz mozna napisa¢ rOwnania rownowagi dla przegubéw i dodatkowe réwnania dla punktu, w

ktorym nie zaktada si¢ istnienia przegubu. NizZej napisano takie rownania dla pierwszego przypadku z

(9.36)

X1=Mp,
1,2: 2XI1-ul=—M,, (9.38)
Ms=3X1-4ul .

Z dwoch pierwszych rownan oblicza sig wartos¢ reakcji hiperstatycznej X i parametru obcigzenia



Mp Mp
x==L, u=3-L (9.38a)

oraz moment w punkcie 3, w ktérym nie zatlozono powstania przegubu plastycznego:
Ms=3Mp—-4x3Mp=—9M,. (9.38Db)
Poniewaz w punkcie 3 moze powsta¢ co najwyzej moment plastyczny — 2 M, dlatego wprowadza

sie¢ mnoznik korekcyjny poprawiajacy warto$¢ parametru x i sily hiperstatycznej X tak, aby nie zostala
przekroczona warto$¢ momentu plastycznego w przegubach plastycznych:

-2M 2 2 M 2 M
k = Pl=2 & po=ku==—L x==2-L 9.39
‘ My | 9 HTETETT T 6:39)
Podstawienie (9.39) do (9.37) daje wartosci momentéw w punktach charakterystycznych:
M —2M Mas = 2M Mss =—2M (9.40)
15—6 p 25——5 p 35 = — p- .

Na Rys. 9.14d pokazano wykres momentoéw zginajacych dla przypadkow (i, j) przewidywanych
przegubow. Okazuje si¢, ze statyczna dopuszczalno$¢ (nieprzekraczanie wartoSci momentu
plastycznego) w punkcie 3 prowadzi do pojawienia sie przegubu plastycznego w tym punkcie i znikania
zatozonych wczesniej przegubdw plastycznych w punktach 11 2.

Wyzej opisany algorytm jest powtarzany dla wstepnego wyboru przeguboéw plastycznych (2,
3) co daje nastepujace roOwnanie i cigg rozwigzywania

2X1—pul=My,
(2,3): 3X1-4ul=-2M,, (9.41)
M1 =XI ,
skad oblicza sig:
6 M, 7M, 6 5
X==———, uy=——, Mi==-M, > k==, 9.41a
51 %501 0 5P G 0412
7™M M 5 5
/Jszgl—p, stl_p, |V|15=Mp, Mzs=€Mp, Mss:—gMp.
Obliczenia wykonane dla wstgpnego wyboru przegubow (3,1) daja wartoSci:
5M, 3
(3,1) kzl,lu»s:ZI_ y Mls:Mp, MZs:gMp y M3S:_2Mp- (942)

Poniewaz obliczony moment |Ms| nie przekracza zatozonej wartosci momentu plastycznego przekroju
poprzecznego, tj. 2 M, to rozwiagzanie (9.42) jest statycznie dopuszczalne.
Wykresy momentéw dla kombinacji przegubow plastycznych (9.36) zostaly narysowane na Rys.

9.3d.

9.5.2.3. Podstawowe twierdzenia no$nosci granicznek

Jesli zbuduje si¢ zbior obliczonych warto$ci statycznych parametrow obcigzenia, to mozna
zastosowac twierdzenie statyczne teorii nosnosci granicznej [*6,*11]:



Jesli ustroj jest w stanie rownowagi i w Zadnym punkcie charakterystycznym nie jest przekroczy
stan graniczny nosnosci plastycznej przekroju to nosnos¢ gramiczna ustroju odpowiada
maksymalnej wartosci parametru obcigzenia.

Les = max {ush (9.43)
S

gdzie: us — wartos¢ parametru obcigzenia dla statycznie dopuszczalnego stanu naprezen.

Wracajac do rozpatrywanego przyktadu dla belki z Rys. 9.14 nizej podano uporzadkowane
wartosci i, skad wynika, ze maksymalna warto$¢ 1 = e jest rtOwna no$nosci granicznej ustroju:

2M

- p
Mes =max<{ =
{3 I

M, 5M M
p SMp | oM (9.44)
|4 4 |

!
"6

Otrzymane rozwigzanie statyczne jest nazywane stanem granicznym, gdyz daje mechanizm (3,1),
pokazany na Rys. 9.14c.

Metoda kinematyczna.

Ta metoda opiera si¢ na zastosowaniu mechanizméw i obliczanie ich chwilowego stanu
rownowagi. W tym celu jest stosowana zasada prac wirtualnych :

Jesli ustroj jest w stanie rownowagi i spetnione sq zewnetrzne wiezy kinematyczne i rownania
geometryczne to praca naprezen na wirtualnych odksztalceniach jest rowna pracy obcigzen na
wirtualnych przemieszczeniach.

Zasada prac wirtualnych odnosi si¢ tez do wielkosci uogdlnionych (momenty zginajace-wzgledne
katy obrotow). W przypadku belek i ram zasada prac wirtualnych przyjmuje postaé

EMpi 6 = ZPjuj, (9.45)
! J

gdzie lewa strona (9.45) jest praca momentow na wzglednych obrotach & (wirtualne krzywizny) w
przegubach plastycznych, a prawa strona jest praca obcigzen P; = U j P; na wirtualnych

przemieszczeniach uj (sa one zgodne z wigzami, a wige tez zaleza od obrotow 6 ;). W (9.45) P; sg

sktadowymi wektora konfiguracji obcigzen.

W odniesieniu do rozpatrywanego przyktadu belki z Rys. 9.14a mozna postugiwacé sig
mechanizmami z Rys. 9.14c. Nalezy tylko doda¢, ze znaki momentow M, oraz katow obrotu 6; sa
zgodne wigc mozna dalej stosowac zasadg prac wirtualnych bez zwracania uwagi na zwroty momentow
ze wzgledu na dodatnia warto$¢ iloczynu My; 8; w sumie po prawej stronie wzoru (9.45):

M
(1.2):  2Mp0+M,0=uol N “kstp‘

M
2, 3): Mp29+2|\/|p9:,u%|+2,u6’| —>uk:§|—p, (9.46)

0 3 ol 5M
3,1):2M, —=+M,=0=ubl+2u— 2P
( ) p2 p2 H #2 —> Hk 41 .



Dalej stosuje si¢ twierdzenie kinematyczne nosnosci granicznej [*11], ktore mowi:

Nosnosc¢ graniczna jest okreslana minimalng wartoscig kinematycznego parametru obcigzenia dla
kinematycznie dopuszczalnych mechanizmow:

Lop = mkin {uid. (9.47)

W przypadku rozpatrywanej belki jest zgodnie z (9.47):

(9.48)

ﬂGk=min{3Mp §Mp §Mp}:§Mp.

| '5 1 "4 | 4 |

Otrzymuje si¢ wiec no$nosc¢ belki, tj. okreslong warto$cig parametru obcigzenia i , takg samg dla
metody statycznej i kinematycznej.

W odniesieniu do wyzej podanych twierdzenie obowiazuje podstawowe twierdzenie nosnosci
granicznej (twierdzenie petne), ktore zapisuje si¢ W postaci wzoru:

HesS ue < pGk — pe= max {us}= mkin{ﬂk}- (9.49)
S

Nosénos¢ graniczng na ogot duzo tatwiej wyznacza si¢ metoda kinematyczng niz statyczng. Z
twierdzenia (9.49) wynika wazny wniosek obliczeniowy. Jesli obliczy si¢ no$no$¢ graniczng metoda
kinematyczng to rozwigzanie pelne otrzyma sie z metody statycznej jesli pozwoli ona obliczy¢
rozwigzanie, dla ktorego us = pik .

9.5.2.4. Rama portalowa

Rama jest 2-krotnie statycznie niewyznaczalna, tj. n = 2, i ma s = 4 punktow charakterystycznych.
W obydwu metodach rozpatruje si¢ m = 4 mechanizmy, wynikajace ze wzoru (9.35):
4

m=_* _4 (9.50)
3A(4-3)!

Mechanizmy mogg powsta¢ z przegubow w wymienionych w nast¢pujacych kombinacjach
punktow charakterystycznych:
(1,2,3), (2,3,4), (34.1), (4,1,2). (9.51)

Obliczenia rozpoczyna si¢ od metody kinematycznej. Dla kombinacji (9.51) przegubdéw
plastycznych pokazanych na Rys. 9.14b, zapisuje si¢ rOwnania zasady prac wirtualnych (9.45):

M
(4!1’2): (1+2+2)Mp9:(2—1),u9|—) ,le=5|—p,
M
(1,2,3) (1+2+1)Mp9:/u9| RN ,Uk:4|_p, (952)
5M,
(2,34): 2+2+1)Mp0=2+1)ubl > 'ukzgl_’
3 My
(B41): (A+1+1)My0=2u0l > =

Zgodnie z twierdzeniem kinematycznym otrzymuje sig:
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Rys. 9.15: a) Schemat ramy i dane, b) Sity hiperstatyczne,
¢,d) Wykresy momentoéw otrzymane metoda statyczng, e, h) Mechanizmy dla metody kinematycznej

Analize za pomocg metody statycznej rozpoczyna si¢ od sformutowania uktadu réwnan
rownowagi w punktach charakterystycznych. W tym celu przyjeto uktad podstawowy metody sit jako
»zakrzywiony” wspornik, pokazany na Rys. 9.15¢. Odpowiedni uktad réwnan rownowagi ma postac:

M1:—X1|, M2:—X1|+X2|, M3=—X1|+2X2|—,u|, M4=2X2|+,u|. (954)

Metoda statyczna wymaga dtuzszych obliczen niz metoda kinematyczna. Dlatego praktycznym
podejsciem jest rozpoczynanie obliczen od metody kinematycznej. Po obliczeniu ucp wystarczy
sprawdzi¢ tylko przypadek mechanizmu, ktory daje graniczna warto§¢ parametru obcigzenia. W tym
przyktadzie ramy portalowe;j jest to przypadek potozenia przegubow plastycznych;



(34.1): Mz=-Mp, Ms =My, M1 =M,

Po podstawieniu tych wartosci do rownan 99.54) otrzymuje sie¢ warto$ci reakcji, parametru
obcigzenia i momentu M :

W ten sposob wykazuje si¢, ze obliczona graniczna nos$nos¢ statyczna jest rdwna nos$nosci
granicznej ues = Mep granicznej , a wige otrzymane rozwigzanie jest rozwigzaniem petnym, tj. e = (3/2)
Mp/l.

Dla porzadku podano wyniki pelnego obliczenia metodg statyczng

-

Na Rys. 9.15¢ narysowano wykres momentow odpowiadajacy maksymalnemu parametrowi
nosnosci statycznej, a wigc dla nosnosci granicznej e = 3Mp/ 2l. Ten wykres otrzymano dla 3-ch
przegubow plastycznych w mechanizmie (3,4,1). Wykres momentéw na Rys. 9.15d, przy ktorej tworzy
si¢ jeden przegub plastyczny, otrzymano dla warto$ci parametru ys = 5M/4l. Tg warto$¢ obcigzenia
mozna przyjaé¢ jako miar¢ nosnosci sprezystej (przyjeto mechanizm (2,3,4), ktore daje warto$¢
parametru obcigzenia ux = 5M/3I). Stad wynika zapas nosnosci, okre§lany wzorem (9.5) :

M
Tp . (9.55)
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LLGs = Max {

ZN = G-g-l)xloO% =20% . (9.56)



