5. 3. Podstawy energetyczne teorii Sptystosci
5.3.1. Ogolne okrélenia i energia wiaciwa
Energe ciata C okréla wzor
E=/7+K, (5.26)

gdzie:/7 - energia potencjaln&, — energia kinetyczna. W przypadku zagadsiatyki
pomijamy energi kinetyczrny i pozostaje energia potencjalna

[1= /7W + /72 , (527)

gdzie:/7w— energia potencjalna sit wegtrenych,/7, = —W — energia potencjalna sit zeyirz-
nych (obcizen), rowna ujemnej wartgi pracy tych sit na uogoélnionych przemieszczeniach

W zagadnieniach TS energia potencjafigest nazywana enegsprzysta U :

Mv=u, (5.28)

gdzie:

U= | &dV =] & dxdydz . (5.29)
V) v

Funkcja podcatkow&@ jest nazywananergy wiasciwg (gestas¢ energii) dla jednostkowe;j
objctosci ciata C . Przyrost tej energii, wywotany przyters odksztatae okresla wzor:

5‘p = 0|-J dﬂ] = Ok 55)("' OS/ 5fy+ 0z df‘z + Txy 5}'{(y + Tyz 5}92"‘ Tzx 5}/2)(, (530)
gdzie w 0goInéci Jdg; s3 odksztatlceniami wirtualnymi.

Uwaga We wzorze (5.30) i dalej wrdodiliny do uporadkowania naprzen w odniesieniu
do kolejnaci indeksowi, j =X, y, zrowniez w odniesieniu nageen stycznychz; . W przypadku
postugiwania si notacy Voigta (5.2) nalgy stosowa uporadkowaniezy,, 7, tyy -

W przypadku materiatu idealnie gpystego, t.zn. dla liniowej zataosci napgzen od
odksztalcé, energia wiéciwa jest okrélona wzorem ktéry przepisujemy w petnej postaci:

1
@= 5 (Ox &+ Oy &+ O & + Ty Yoy + Tyz Wzt Taxlox) (5.31)

Energia wtaciwa jest nazywana réwni@otencjatem speystym gdyz rozniczkujgc wzor
(5.31) wzgédem odksztatage otrzymujemy napizenia i odwrotnie. Pokazujemy to na
przyktadzie materiatu izotropowego. Podstawéaalenosci (5.17) do (5.30) otrzymujemy:

1
= E [o*x2 +ay2 +0'Z2 —2v(oyoy toyo,+0,0,)+ 2(1+ v)(rxy2 +ty22 +1,0)],



(5.32.1)

a po podstawieniu (5.18) dochodzimy do zatci:
[2u gxz + gyz + ‘922) +A(ey tey +‘92)2 +,U(ny2 + J’yz2 + szz)] =

4

X
41+ v)[L-2v)
2 2 2 2 2 2
[2A-v) (ex tey tey )+ 4v (ngy+8y52+828x)+(1_2")(3’xy *tVyz *Vzx )]
(5.32.1)
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N

Obliczamy przyktadowe pochodne, liczone wzigim napgzen lub oxi odksztalcé &

o 1
do, =E[O'x -V (O'y +to,)] =6y,
(5.33)

0P =2ue,tA%=o0,.

Oéey

ktére g odpowiednikami odksztatédub napezen.

Potencjat spizysty maemy te napisaé w postaci
(5.34)

@=_T,T,=2(A +D,)A +D,)= S A A +2D,D, =0, +® ,
2 2 2 2

gdzie wykazano,ze energi sprkzysta mazna rozdziek na energg odksztatcenia

objetosciowego@®, orazenerge odksztatcenia postaciowedd :

(5.35)

=———(oyto, t+ =— (g, te, te ,
V= Oxtoy o S g s eray )
1+v,. > 2 2 2 2 2
) :_BE [oy« to," +o, _O'XO'y_O'yO'z_O'zo'x"'B(Txy +Ty, 0 Ty )] =
__E 2 2 2 3, 2 2 2
_3(1+v)[gx tey” te, ‘gxgy‘gygz_gzgx"'z(ny +Yy" +Y2x )].
(5.36)

Korzystapc z (5.35) 0 (5.36) otrzymujemy wzory na catkewenergie odksztatcenia
objctosciowego i postaciowego:
(5.37)

U= [@,dV, U= [&dV.
V) V)

5.3.2. Zasada prac wirtualnych i minimum energii ptencjalnej



Zasada prac wirtualnych :

Ciato C znajduje st w stanie rownowagi jdi jest spetniona zasada prac wirtualnych

, (5.38)

gdziedU jest energj wirtualng a SW jest prag wirtualmg rzeczywistych nageen oj; (X)
na wirtualnych odksztatceniache;j (X) .

Wirtualnymi  przemieszczeniami mgg tez by¢ przemieszczenia rzeczywiste,

kinematycznie dopuszczalispetniagce rownania geometryczne i przemieszczeniowe warunk

brzegowe):

oU = [ojj0e;dV = [oydey + .o +T,0y,,)dV . (5.39)
V) V)

Praca wirtualna obgien wyraza st wzorem

oL= [X;dudV+ [pyoydS= [Xu+YN+ZW)dV + [(p,,dU, + PpsdUg)dS
V) ©) V) (S)
(5.40)

Z zasady prac wirtualnych wynika warunek zerowaiigaatkowitej energii potencjalnej

d(U-W)=5/7=0. (5.41)
Dla zagadni# liniowych mazna wykaza, ze

&ri>0, (5.42)
skad wynikatwierdzenie o minimum energii potencjalng:

Jesli ciato C (lub uklad mechaniczny) znajdujez s stanie réwnowagi to catkowita
energia potencjalna ogga warta’¢ minimalny, tj. /7 min..



Energia spr ezysta przyktady
O Energia spyzysta U, ztgona z energii odksztatcenia otmsciowegoU,, i postaciowego
U,:

U=U, +U, = [@dV+ [gdV,
V) V)

gdzie energia wkiwa wynosi:

Y =1;|§V (0, +0, +a.,f :ﬁ(ex ve, +e ),
O :13+—EV ze +0y2 +022 -0,0,-0,0,~0,0, +3(T§y +T>2/Z +T§X)]:

3(1E U)[sxz te e TEE TEE TEE, +%(viy Y, +v;)}.

Przyktad 1

Jak zmienia sistosunek energiit, /U i U, /U dla pgta pryzmatycznego rozganego
sita P w zalenaosci od wartdci wspotczynnika Poissona.

Stan napgzenia jednoosiowego, =P/ A =0 generuje:

(p _1+VO_2 (p _1_2V 2
" 3E " "  BE

1+v 1—2vj , _0°
—+— 0" =— .
3E 6E 2E

(p: (pf + (pv = (
Energia spyzysta peta ze wzgidu na stan napzenia jednorodnego:

2
U=U, +U, = [@dV+ [@dV=gV+eV="_V,
(v) (v) 2E

a wiec std wynika:
U=V =(g +¢,)V.

Stosunek enerqii:

u o 3E
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Rys.1 WspotczynnikiC, i C, jako funkcje wspotczynnika Poissoma
dla prta swobodnie rozgganego.

Wwidag, ze dlav — 05 bedzie C, — 0, gdyz materiat jest nigisliwy i w precie pojawi sg
tylko energia odksztatcenia postaciowego.

Przykfad 2
Pret pryzmatycznysciskany si4 P umieszczony w dopasowanej tulei, idealnie gigdkiie
wystepuja sity tarcia medzy pertami i tulep). Zbad@ jak se zmienia wspoétczynniki
C, (v) orazC,(v).

W precie wystpuje jednoosiowy stan odksztatcenia
e, 720, g, =¢, =0 Yo =Vyz =¥ =0,

oraz przestrzenny stan najen, rys.2a

sy:%[oy—v(oz+ox)]:o -~ ([1-v)o, =vo, ,

a, wieC:

\Y; v P
0,=0,=——0, =————.
y 1-v 1-v A

Zamiast prowadZziobliczenia w nagzeniach maemy obliczenia wykonaznacznie preciej
korzystajc ze wzorow (2.4) wytanych przez odksztatcenia:

1 1
:—E2 :—E2
P )
=Ea§( 2 , 1 szsi 1-v
6 \1+v 1-2v) 2 (1+v)1-2v)




stad wynikapg wspotczynniki:

_21-2 C _1l+v

31-v’ ' 31-v
Narys. 2. b pokazano zalesci C, (v) orazC, (v) W przeciwi@éstwie do pg¢ta swobodnego,
pret skrepowany tuleg dla v=05 ma G = 1.0 , gdy nie mae st odksztalad czysto
postaciowo i zachowujecsjak idealnie sztywny.

f
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Rys.2.a¥ciskanie peta w dopasowanej tulei, b) wspétczynnigj (v) orazC, (v).

Przykfad 3
Obliczy¢ wartas¢ energii odksztatcenia postaciowego igabjciowego dla podanej belki,
przyjmujc wzory z wytrzymatéci materiatow i ntej podane dane.
b=1cm,h=2cm,|=20cm, P =10KN, E =210a3P=0.3.
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Rys3.
Wzory z wytrzymatéci materialéw
M (x) Px QS,(y) _ P b(h* ,
()' = = —_— , TX _ —  n— | — - .
* [, y l, y Y I,b ,Lb2{ 4 y



Z wzoréw nha energiwiasciwg

(p _1_2V 0_2 1 2V P2 x2y2
‘' BE ¥ BE |2 ’

1+v 1+v| P? P2 1( h? ?
-—-_ Y 3.[2 X2 2+3__ - 2
i 3E( ) 3E[|§ y |24(4 y”

Podstawiamy do wzoru :
_ 2
= 1-2v P x2y2dV =
6E |Z )
1 v P? ! hi2  b/2

dx [dy | x?y?dz=
6E |zj —hj/zy—g/z y

— 2 hi/2 b/2
=1 ZVT—Z xz[ [ yz( jdzjdyjdx:

oE -h/2 \-b/2
_1-2v P’ bjx ( fyzdyjdx_ -2 P 1®
6E 17 o \-ns 6E I, 3

23 _ 2 -3
U, =2 1-2)P |3 _2x(1 2xo.§) Dlo_zxsxlo_6 = 0127Nm
3E bh 3x210x10° 10 x8x10
2 2 2 23 2
Uf ::I'-'-_VF)_2 jx2y2dV+§j h_—y2 av :ﬂl"'_VP I3 1+2(D] == 0833%Nm
3E I5|wm 4\ 4 3 E bh 10\ |

Calkowita energia i wspotczynnil,, i C,
U =0.960 kNm ,
Cv=0.132, €=0.868.



