7. Ptaski stan napezen (PSN) i odksztalcé (PSO)

Ptaskie stany wyspuija jesli dla jednej zmiennej (np. zmienaanie wystpuja sktadowe
odpowiedniego tensora. W przypadgtaskiego stanu napterr (PSN) lubptaskiego stanu
odksztatce (PSO) nasfpujace napg¢zenia mag wartasci zerowe:

PSN: ¢z = 74,=7,,=0, (7.1PSN)

PSO: &= K= Wz= 0. (71PSO)

7.1. Ptaski stan napezenia (PSN)
7.1.1.Zestawienie niewiadomych i rowna

Podstawowe niewiadon{8 zmiennych):

przemieszczenia u, ¢)
odksztatcenia: &( &, Ky) (7.2)
napezenia: &, Oy, Txy)

dlav # 0 i, w ogdIndci, 9. zmienna zalma&# 0. (7.2a)

tacznie dysponujemy 8-ma réwnaniami:
I. Réwnania réwnowagi

90, 0%y g 9™, %% Ly g (7.3)
0x ay 0Xx oy

[I. RGwnania geometryczne

_ou - _ov, ou (7.4)

Tax Yoy YT oy

€x

[ll. Réwnania fizyczne

_2(@1+v)

1 1
Ex :E(ax—vay) , ey:E(ay—vax) C Ixy = = Tyy- (7.5)

Z rébwna (7.3-7.5) maemy obliczy 8 niewiadomych (7.2). Po obliczeniu tych wiedkb
mozemy tez obliczy¢ wielkasci zalene Takg wielkoscig dla PSN jest odksztatcengs, gdyz
ze zwhzku fizycznego (6.3)tj. z zerowania si napezenia normalnego, wynika 9. réwnanie,
w ktorym po prawej stronie wygiuja zmienne podstawowe:



£, = —é(ax *oy) . (7.6PSN)

Przyjmupc w zwigzkach (6.5)2 napkzenia o; = 0 ma@na te dwa liniowe réwnania
algebraiczne rozwrat ze wzgbdu naok i oy :

E E
O'X=—2(8X+V8y) , O'y :m(fly +V EIX) , (77)

i po podstawieniu do (7.6) otrzymujemy:

£, =~ (ex +ey) . (7.8)

W ten sposob udowodnitny wazne twierdzenie:

Ptaskiemu stanowi napienia towarzyszy przestrzenny stan odkszigceez pojawienie
si¢ odksztatcenia;, ktore jest funkej sumy napgzen oxt gy .

7.1.2. ROwnania w przemieszczeniach

Korzystagc z rbwna geometrycznych (7.4) i rowndizycznych (7.7) oraz obliczag
zalenos¢ dla napgzenia stycznegdyy = Epy/ (2(1+v)) z (7.5% , mazemy wyeliminowa
odksztatcenia oraz nagrenia z réwna réwnowagi (7.3) i otrzyma 2 rownania z
niewiadomymi przemieszczeniamj v. W ten sposob otrzymujentgwnania rownowagi w
przemieszczeniadndwnania Lamégo). &lzie to szczegdblny przypadek réwing.13):

32 1-v 92 1+v 9% _ 1-12
+ u+ == X
axz 2 ayz 2 oxoy E

(7.9)

Y .

1+v 0%u [ 8% 1-v 92 ) _ 1-?
+ + V=-—
2 0xoy ayz 2 aXZ E

Do tych rowna dolgczamy warunki brzegowe po jednym na kalym z brzegow.

a) Przemieszczeniowe warunki brzegowe

u@=f1(xy, v(s)=fxy), (7.10)

b) lub/i tez naprezeniowe warunki brzegowe

Prx = Ox Nk + TyxNy , Py = LyNx+ Gy Ny, (7.11)
w ktérych napgzenia wyraamy przez odksztatcenia, por. (7.7), a te z koleiep

przemieszczenia, zgodnie z rGwnaniami geometryczifym). W ten sposéb dochodzimy do
napezeniowych warunkéw brzegowych, wyi@nych przez gradienty przemiesztze



e (o, v (e, 0
nx ox ay) 2 \ox oay) Y|’

(7.12)

o= E_|Lovfov ou) fov, ou)
Wo-v2| 2 \ox ey ) y

W warunkach (7.11), (7.12) wystuja dostawy kierunkowe brzegu, opisywanego za pamoc

zmiennej niezalmejs, por. Rys. 7.1a.

y Kixiy1)

AS]

WKo(X0.)0)

X

Rys. 7.1: a) Brzeg obszaru o normalneégmiennej krzywolinioweg,
b) Intensywnéci obcigzen brzegowychpnxi pny

Wektor normalnyin ma sktadowe:

Nk = cos (,X) = %’= cos¢, ny=cos fQy) = —%( =sing. (7.13)

- -

Zamiast sktadowymi obgienia brzegoweg@nx i pny mazemy postugiwa sic tez
sktadowymi pnn i pns, rownolegtymi do kierunkéw i s, por. Rys.7.1 b:

Phn = Pox M + Py Ny = GxNE + Gy Ny + 2Ty Nk Ny = 0xCOS P + Gy SiNt @ + 21y Sin 24 '(7.14)

1 .
Pns = Pry Nx = PrxNy = (Gy —G%) Nx Ny + Ty (N — ny?) = E(Jy —0y) Sin 2 + LyCos 29 .

7.1.3. Réwnania w nap¢zeniach

Celem obliczenia napten ok, oy i 1y korzystamy z dwoch rowmaréwnowagi (7.3).
Trzecim réwnaniem jest rownanie nierozdzigkipktore przeksztatcamy jakadj.

Do réwnania nierozdzielioi (6.4)% podstawiamy rownania fizyczne (7.5) zamigsts,
i Kyistad po elementarnych przeksztatceniach otrzymujemyiast:

3%, +62£y 0%y,

_2(@+v)
= = T
ay? 9x? 0xdy

1
, gdzie: ny—ETxy

rébwnanie nierozdzielrioi wyrazone przez naggenia:



2 62 _ azz'xy
a—z[ax—vdy] +a7[0'y_\/0'x] = 2(1+V) axay . (715)

Réwnanie (7.15) przeksztatcamy korzystag rowna réwnowagi (7.3). W tym celu
rozniczkujemy pierwsze rownanie (7:13yzgledemx, a rownanie (7.3wzgledemy i dodajemy
je, co daje zalaos¢ w napezeniach:

2, 0% %7, 0
0 O'X+ Tyx+ax+ Txy+ 0y+aY_

hARFIREERS. TS . AN
ox>  0xdy Ox oxdy gy> 0y

napisag w postaci:
0%r 2 0%0
20Ty __ 0%y 90y [OX oY | (7.16)
oxdy  ox*>  ay? \ox ody

Podstawienie zailmosci (7.16) do (7.15) daje réwnanie nierozdziglriav koncowej postaci:

92 92 X . Y
[67+WJ(UX+JY):—(1+V)(&+0—>/] . (7.17)

Tak wigc dla PSN rownania TS w nggeniach maj nastpujaca postd:

Ooy aTxy_|_X:0
0x oy
0ty +60y Sy =0,
[6)4 oy (7.18)
0X 0Y
O2log+0,)=-@+v)| —+— |,
( X y) ( )[ X ayj

gdzie dla zwjztosci opisu ;postzono st operatorem harmonicznyim? (,nabla dwa”) lub
Jlaplasjanem™ :
2 2
D25A20—2+a—2. (719)
ox< oy

Do rowna (7.18) dogczamy napgzeniowe warunki brzegowe (7.10) lub (7.14).
7.1.4. Funkcja napkzen dla PSN
Trzy rownania (7.18) dla PSN wraz z nggmiowymi warunkami brzegowymi (7.11) lub
(7.14) umaliwiajg otrzymanie jednoznacznych rozwa dla pol napgzen ox (X,y), oy (X.y)

oraz Iy (x,y) od pol obcizen masowychX (x,y) i Y (x,y) oraz od obeizen brzegowychpnx(S) i
Py (S) -



Zamiast trzech pdél nagren mazna wyc¢ funkcg naprezen (funkcjg Airy’ego) F (x,y), ktora
spetnia warunki rownowagi (7.18) dzicki zaleznosciom:

2 S 2 s 2
Oy :a—z—dex, ay :a—lzz—ijy, rxyz—a—F. (7.20)
ay° o ox* 0 oxdy

Podstawienie funkcji (7.20) do réwnania nierozdziéti (7.18% daje:

S S
n2o2p=—(1+v) | X491 o2 [xdw+ [Yay |, (7.21)
0X ay 0 0

gdzie poshiono sé operatorem harmonicznyml 2, okr&lonym wzorem (7.19) oraz
operatorem biharmonicznym? [ 2:

2 42 4 4 4
0 N 0 _ 0 42 0 N 0 .
ox?  oy? ox*  oaxlay?  oy*

D2D2=D2(D2)=D2[ (7.22)

Réwnanie (7.21) znacznie upraszczgesili sity masowe g state, tzn.X =cx, Y = ¢y, tzn.
Sa niezalene od zmiennycl, y. W takim przypadku mamy:

0%F = =
Oy =——=~—-CX, O, =——=——-CyY, T,=- 7.23
X ayz X y 6x2 y y Xy axay ( )
i rownanie nierozdzielni@i przyjmuje post&
020%F=0 . (7.24)

Réwnanie biharmoniczne (7.24) jest ocz§sieé wazne rownie przy braku sit masowych lub
uwzgkdnianiu tylko sit cgzkosci, np. dlack=0 ,cy=—g.

Do réwnania (7.21) dgtzamy napgzeniowe warunki brzegowe. W przypadku braku sit
masowych, i j&li uwzglednimy (7.13), to warunki brzegowe (7.11) przyjmppstd:

Prx = Ox Nk + T, ny:aan —aan:ia_Fﬂ+ia_F%=ia_F (7253.)
e Y ay? “ oxdy ° odylay)ds ox|\ay)ds ds\ay)
= e by =S e O 3 (09 (080 (oF)
v axdy  ox2 °  dylox)ds ox\ox)ds ds\ ax
(7.25a)

n
Catkowanie po tukuK, K; ( Rys. 1a) daje zat@os¢:

OF 51 oF °1
T = [pnds=Ry, |=—| =-]pnds=-R,, 7.26
( ay JKl (J;pnx X ( ox jKl &[)pny Y ( )



gdzie R« i Ry s3 wspotrzdnymi wypadkowej (gtdbwnego wektora) obien brzegowych
N

przytozonych do tuku K K; , réwnolegtych odpowiednio do osiluby. Tak samo mzemy

obliczy¢ wartas¢ funkcji napezen w punkcieKy , por. [4], Rys. 7.1a :

S

(F)Klzj

d S d S1 s,
[_d_x ,[ Pny ds +_y J’ andS] ds=- j [(xl - x) Pny —(yl - y) pnx] ds=M K, - (7.27)
of YSo dsq 0

gdzie My, jest momentem liczonym wzglem punktuK: od obcizen brzegowych

N
przytozonych do tuku K, K; , por. Rys. 7.1a .

8. Proste zagadnienia teorii spgzystosci
8. 1. Zginanie belkowe wspornikowej tarczy prostoitnej

Rozpatrujemy tarez prostolgtng, dla ktorej sity masowe gspomijane i obcizenie jest
przyktadane tylko do konturu tarczy. Przyjmujemg,tarcza ma jednostkavwgruba¢ b = 1.
Rozwamy przypadek tzwzginania belkowegadarczy pokazanej na Rys.8.1a. Analogiem
takiej tarczy, znanym z wytrzymaid materiatow, jest belka wspornikowa z ofgginiem
rownomiernymq i sita skupiorg P, Rys. 8.1b.

a) b)
Py 9
I I I Py | S I I

(o] ps B C :Ds X P| X | V4 Q
— - — - ————— - - —t+t= —<
° A D v | ©

Rys. 8.1: a) Tarcza olgziona sitami brzegowymi
b) Réwnowana belka wspornikowa

8.1.1. Rozwazania belkowe

W wytrzymataci materiatdw rozpatrujemy belki jako tarcze, dtarkchc/l << 1.
Naprzezenia w belce obliczamy wzorami

_M(x y _Q(X¥) S, (y) & =0. (8.1)

o y ’
o, X l,b

Dla belki pokazanej na Rys. 8.1b mamy:



2
M(x)=—Px—qX7, Q(X) = - P-x, (8.2)

b=1 h=2, I,=1=" =23 g=1 h—Z—y2 =Lec2-y? (8.3)
’ P 12 3 ' 2| 4 2 ' '

Po podstawieniu (8.2) i (8.3) do (8.1) otrzymujerajeznosci, ktére wynikag z pdl momentow

zginagcych i sit poprzecznych:

1 1
ox == @PXx+ax?)y, =0, 1y == (P+ax(c® - y?) . (8.4)

Sita skupionaP jest wypadkow obchzen brzegowych tarczy wynikagych zQo =Q (X =0) i
0 _ — -
Z—xy_ Ps (X - O) .

c Qy ¢ 3 ¢ 3 3)c 3 4 3
P= z'od: 0 dy= = 2 _\2?)dy=0,—2_ 2y_Y_ =Qy——=—=¢C7,
—Ic v I,b —ICSZ(y) Y= % 4¢3 _jc(c g ) ¥=Qo 4¢3 [C s J|—c 0 4ce 3

(8.5)

a wigc obchzenie przytaone do brzegu AB tarczy z Rys. 8.1a i sByprzytazonej do
swobodnego brzegu belki na Rys. 8.3lsttycznie rownowane.

8.1.2. Rozwizanie rOwnan naprezeniowych TS

Rozwigzanie belkowe wynika z zaten wytrzymatdgci materiatdbw, w szczegoéldoi z
przyjecia hipotezy Bernoulliego-Eulera, ktéra prowadzi ldoowego rozktadu naggen ox
wzdhuz wysokdaci belki i pomijania nacisku wtdkien, t = 0. W dalszym eigu zajmujemy
si¢ obliczaniem napren w tarczy, przyjmujc, ze gy # 0.

Dalej korzystamy z rownanapgzeniowych PSN (7.3) i (7.18), ktore dla zerowych g
sit masowychX =Y = 0 przyjmup posté:

) 0 oo
9% Ty g T, 99 2o p2(6, 40,) =0, (8.6)
ox oy 0X oy

Do tych réwna nalery dofgczy¢ warunki brzegowe w postaci (7.11), kidvizej przepisujemy:
Prx = Px = Ox M+ TyxNy , Py = Py= Ty M+ Gy Ny, (8.7)

gdzie dostawy kierunkowe odnosimy do normalnej zgrgnej dla punktu leacego na
konturze rozpatrywanego obszaru ptytynij= cos (, X), ny= cos {, y), por. Rys. 7.1b
Wracamy do analizy tarczy prostgkej na Rys. 8.1a. Dalej przyjmujemy niezerowe gitenia
zewretrzne wynikagce z tego rysunku, a ed: py (0,y) O 5y (0,Y), py(X, —¢) =qd, px(,y) O
ox(1,y),py(l,y) Ony (I, y). W tych zalenosciach znakJoznacza warkei z doktadnécia do
znaku. Dla kolejnych brzegéw obliczamy opsinia zewrtrzne korzystajc z dostaw
kierunkowych okrélanych dla kolejnych bokéw prostgtego konturu tarczy, oraz wasto
napezen ox (X, Y), Iy (X, y) okreslanych wzorami belkowymi (8.4). Tylko wadd napgzen



brzegowychagy (x, y) okrelamy z zewgtrznych obcizen tarczy. Dla kolejnych brzegow
mamy:
brzeg A-B (0y): nix=—1,ny=0,pn = pnx=— 0x(0,y) = 0,

P
Ps = Prs = — (0, Y) = E(CZ -y?),

brzeg B-CX,—C): pn=pnx=—&(X,—C) ==, Ps=pns=— Ly(X,—C) =0,
(8.8)

1 P
brzeg C-DLY): pn= 0 =~ (2P| +q12)y, ps=pns=Boll,y) = - E(CZ -y?),

brzeg D-A &,C):  pn=pnx= G(X,C) =0, Ps= Pns = (X, C) =0 .

Pierwsze réwnanie rownowagi (8:4@st spetnione przez nagenia gy i &y okreslone wzo-
rami belkowymi (8.4) , tzn.:

o1 o] 21 22
ax[2| (2Px+qgx )y)} +6y{ ol (P+agx)(c” -y )}

—2—1|(2P+2qx)y+ 2—1|(P+qx)2y:0 .

Nie oznacza toze wzoér belkowy (8.4) na ox jest jedynym rozwgzaniem, gdy réwnanie
réownowagi (8.6) jest spetnione réwniedla rozszerzonego pola napen

Gi= = (2Px+ ) y+ fy(y) (8.9)

Z drugiego réwnania rownowagi (828)trzymamy rownania tdiczkowe

60_y _arxy doy

2 2
= N — 2 =—(c° - ,
ay 0x ay 2I( y7)

ktérego catl jest funkcja:
q .2 y?
= cy- + f5(x). 8.10
Sy 2|( y 3) 2(X) (8.10)

Funkcg f2(xX) wyznaczamy z warunkow brzegowych (8.8) na brzedx€ i A-D,
tji. dla k, y=%c):
oy -9 = L=+ )4 fyx)=-g
vy 21 37 2 !

(8.11)
3

6y (% 0) = %(03—%)+ f,(x)=0 .

Dodapc stronami rownania (8.11) otrzymujemy:



26K =-q - fz(x):—%. (8.12)

i pole napg¢zen oy

3
_ 9,2, Y. d
oy (60 = S (Ey-—) 7. (8.13)

ktére jest niezalme odx i ma rozktad wzdha y okreslone parabal trzeciego stopnia, Rys.
8.1a.

Funkcg fi(y) obliczamy z trzeciego réwnania zgodooodksztaica (8.6k . W tym celu
obliczamy pochodne dla funkcji (8.9) i (8.13):

620X__gy 620x:d2f1

ox? 17 ay? dy?
2

%o, _ 0%y =—gy

ox? 6y2 | 77

i podstawiamy je do réwnania (836)Z tego réwnania wynika réwnaniezrdczkowe:

d?f, 2
21 q y. (8.14)
dy

Catka réwnania (8.14) jest funkcja:

i) = 51 ¥° +CLy+Cy. (8.15)

Tak wigc pole napgzen ok (X, y) opisuje funkcja

:—2—1|(2Px+ qxz)y+31|y3+C1y+C2. (8.16)

Ze wzoru (8.16) wynikaze na brzegu A-B, tj. dla= 0 wystpi napkzenie

ax(o,y):Bily3+cly+cz , (8.17)

naruszajce warunek brzegowy (8 8)j. pn(y) = 0,(0,y) = 0. Jeeli jednak napgzenia gk na
lewym brzegu tarczydula samo-zréwnowzone, to zgodnie z zasaaint-Venanta niedola
one miaty wptywu na pole napren w niewielkim oddaleniu od brzegu.

Warunki samo zwréwnowania piszemy w postaci catkowej, ktéra ma intelqugtzerowania
belkowej sity podtanej i momentu zginania na brzegu A-B tarczy pokaraa Rys. 8.1a:



Cc C
[oydy=0, [o,ydy=0. (8.18)

—-C —-C

Po podstawieniu nagienia (8.16) otrzymujemy dwa réwnania:

8
2cC=0, Ae2+2¢c =0,
15 3
skad obliczamy:
ci= -3z =0, (8.19)

-—c
Sl

Ostatecznie otrzymujemy wzory:

1 2 q(2.3 2> ]_
=——(@Px+gx°)y+—| =y —=cCcy|=
o= ax“)y 2|[3y cCY

3 2 3 (2.3 2, j
——— (@2Px+gx%)y+——q| -y —=Cc7y|,
403( ax°)y 4§q[3y O
3 3
__Q9.2,_.¥Yy_a__49(,_3y_, 1y
=-—(CTy-") o= 1- 2+ 2 8.20
TR 3) 2 2[ 2¢ 2C3J (8:20

1 2 _ 2 3 y’

Ly=——(P+qgx)(c” - =——(P+gx)|1-—|.
== (Prax)e?-y?) = - q)[ >
Na Rys. 8.2 pokazano rozktady najen oxi gydlaP =0, q=1, 1 = (2/3)03. Jak wynika ze
wzoru (8.20) pole napgzen oy (X, y) jest okrélony parabola stopnia 3-ciego i jest niezake
od zmiennek. Dla kazdego punktw (przekroju poprzecznego belki) rozktad ngeh o (y)
jest taki jak na Rys. 8.2a.

Pole napgzen ox zalezy istotnie od pierwszego, ,belkowego” cztonu we wzzn(8.20). Wplyw
2-go czionu, niezaimego odx, ma charakter nagrenia samo-zrownowanego wzdha osiy

i przy wzracie x jest relatywnie coraz mniejszy. W dtugich tarczaobkiad napgzen ox
przybliza st do linii prostej, ktéra odpowiada rozktadowi ,belkemu”.

b)

-0.2 0.55 0.75 74875.0

zé?

V/d

lx=6l ¢ 10¢
ly c { 9c¢ L

A=Y >

Rys. 8.2: a) Rozktad nagrenia g, wzdtwz wysokaci tarczy,
b) Zmiany rozktadu napgeniaox wzdtuz osi poziomej dl = 0,c, 10c



8.1.3. Zastosowanie funkcji nap¢zen
8.1.3.1. Zginanie belkowe tarczy wspornikowej dla liazenia réwnomiernego
przytozonego do gornego brzeguPowtdrzymy rozwjzywania tarczy prostaknej przez
zastosowanie funkcji nagren. Pomijamy obcizenia sif skupiorn, tj. w porownaniu z Rys.
8.1b na Rys. 8.3 przyjmujeniy/= 0.
Funkcg napezen przyjmujemy w postaci:

F=aix®+ax2y + asx®y® + asy°, (8.21)

gdzie:a — wspotczynniki wyznaczane ze spetnienia odpowidudnievna TS.

a) b)
q
P O ~q/2 =3q/10 -0.29

—-C
UE x X °le «x
- - . —>0 + . « = . —>0 K
o o . e ly &6
| g/2  3q/10 |° 0.2¢
L y y J

Rys. 8.3. a) Tarcza z rownomiernie rozaym obcizeniemq gornego brzegu,
b) Rozktady naprzen wzdhuz osi y

b

Q

Podstawiamy funkej(8.21) do rownania nierozdzielw (7.27) przymwyc X =Y =0

4 4 4
n2n2r=2F . OF LOF

=0. 8.22
ox* ax20y2 6y4 ( )

W tym celu obliczamy pochodne:

4 4 4
? E i —02 F2 =12a3y (8.23)
oX oy ox“-oy

i podstawiamy je do réwma(8.22). Otrzymuje réwnanie, z ktOrego obliczamyriea
parametrias:

(24as+ 120a) y =0 — au= —%a3 , (8.24)
dzieki czemu funkcja napven przyjmuje posté&

1
F=ax?+a, X2 y+a; (X2 y3—gy5) _ (8.21a)

Za pomog wzoréw (7.26) obliczamy nagtenia:



0°F 0°F

oy =—5 = (6X°y-4y)ag, oy =——=2a+2ya+2y’ay | 8.25
X oy 3 Y =502 gt yaytsyag ( )
0°F 2
=E-——=-2Xxa, -6Xxy“a;.
T axdy 27 %

Naprzenia (8.25) majspetnid warunki brzegowe na brzegagh c orazy=-c:

&(x,-¢)=-q, o(x,c)=0,

(8.26)
Ly(X,—¢c)=0, &ny(x,c)=0.
Podstawienie zaklmosci (8.25) do rowna (8.26) daje:
2aa-2cx-2ca=-q,
2a1—-2ca+2ca3=0,
(8.26a)

—2Xa@-6xGaz=0,
—2X&@-6XxCaz=0.

Poniewa rownania 3-te i 4-ciegsdentyczne dlatego do wyznaczania trzech wspotukymv
bierzemy 3 pierwsze rownania (8.26axdbtrzymujemy:

q
a=-—, P=——, a3=-———. 8.27
! 4 c 8(;3 ( )

|o
ol w
o

Po podstawieniu wspotczynnikow (8.27) do (8.25ywtnujemy wzory:

9 a2, 503 __[(1_3y_1y° __3agx[,_y?
Ox =—— (BXy-2y), =q|=-———t+—"%|, y=———>—|1-=—|. 8.28
4C3( y=-2y%), & q[z 1c 4C3j W [ 2 (8.28)

Sprawdzenie warunkéw brzegowych na brzege 0 wskazujeze zamiastox (0, y) = 0
otrzymujemy:

o_ 9 3
O'X—Fy . (829)

Rozktad oy (y) na brzeg = 0, por. Rys. 8.3b, nie jest samo-zréwnoargy, gdy:
c c C 1

6%dy=—11y3dy=0, [oOydy=—L [y*dx==qc?. 8.30
J; xdy chjy y J; x Ydy 203_Ly = (8.30)
Moment zginajcy Mo = (1/5) q¢ jest zwazany z cztonengy®/(2c¢%) w napezeniu ok (%, y), a

wigc jest niezaleny od zmiennex. Odpowiada to czystemu zginaniu belkowemu, ktdyeika
Z napezenia



« My qc2 3 3q
= = = , 8.31
7x I y 5 2¢3 y 10c y ( )

Z tego wynikaze celem spetnienia ostabionych warunkow brzegovmgchrzegu swobodnym,
tj. dlax = 0, naley do tego brzegu przyky¢ moment Mo , a wicc poprawé wzor (8.28) na
napezenia ox (X, y) przez dodanie cztonu (8.31) o przeciwnym znakachddzimy w ten
Sposob do wzoru

ox(X,y) = —%{xzy—(gy?’—éczyﬂ. (8.32)

Na Rys. 8.2b pokazano rozktady ngqen wzdtuz osiy. R@znica napezen oy —a; jest ugta
w nawiasy potokqgte we wzorze (8.32). Zarébwno ten wzor, jak tezory (8.28)3 ,
odpowiadag w pelni wzorom (8.20), wyprowadzonym przez catkoiga réwna
napgzeniowych TS.

8.2. Czyste zginanie belkowe tarczy prostaftnej
Rozpatrujemy tarezpokazana na Rys. 8.4 przy zadaiach jak w p. 8.1, tzn. pomijamy sity

masowe i obazenie przykladamy jedynie do bokdéw réwnolegtych d& v ( przyjecie
pocztku uktadu wspoétregdnych wsrodku tarczy okréda potazenie tych bokéw jaka =+ 1).

8.4. a) Czyste zginanie tarczy prosiiniej,
b) Tarcza wspornikowa jako potowa tarczy na Ry3ag.
utwierdzona wzdhabrzegux =0

Przyjmujemy funkegj napezen w postaci sumy wyrazow stopnia 3-ciego
F(xy) = ax® + bx2y+ cxy2+dy3. (8.33)

Przygta funkcja napyzen spetnia tasamd@ciowo rownanie biharmoniczne, gdiej czwarte
pochodne sréwne 0 , a wic

2r2g 20°F ,, 0°F  0°F
ox* ax20y2 0y4

0. (8.34)




Naprzenia PSN okrédaja wzory:

0°F 0°F 0°F
o,=——=2cx+6dy, o,=———=6ax+2by, r,=——=-2bx-2cy. 8.35
X ayz y y 0X2 y Xy axay y ( )

Dla brzegéw odpowiadagych liniom konturu tarczy mamy naptijace warunki brzegowe:

brzegi A-Bi C-D,x=%l: p,=0, ps=T

A
(8.36)
brzegi D-AiB-C,y=%C: py =0y Ps=Tyy.
Z warunkow brzegowych dla brzegéw D-A i B-C wynikajate:
a=b=c=0. (8.37)

Jedyne niejednorodne warunki brzegowela obcizen brzegdéw A-B i C-D o wspoted-nych
(x=x1,y):

p,=0,=6dy - d<0. (8.38)
Nierownas¢ dla obliczaniad wynika z Rys. 8.3a, gdydlay < 0 ma by o = 0. Aby obliczy

stah d postzymy sk analogi belkowa. W tym celu obliczamy wielkoi catkowe, ktore
odpowiadag polom sity podtinej N(X) i momentowi zginaicemuM(X):

C C
N(x) = [o,dy=6d [ ydy=0, (8.39)
—-C -C
C C 2
M(x) = [o, ydy=6d [y dx=6d1,=-M . (8.40)
—-C —-C

Zaleznos¢ (8.39) oznacza zerowanie giola sit podhanych, a w¢c odpowiada stanowi
czystego zginaniu belki. Z rownania (8.40) oblicyanartai¢ statejd:

M
d= -1 8.41
o (8.41)

Podstawienie (8.41) do (8.38) daje wzor WM na eagmia normalne od zginania,
odpowiadajcy zwrotowi osiy ha Rys. 8.4a:

o.=-My (8.42)

I z

Dla wysokdci tarczyh = 2c i grubaci b = 1 do (8.42) mozemy podstawi moment
bezwiadnéci



|ZE|:—C . (843)

Rozktad napgzenia o, Xy Jodpowiada jednoosiowemu stanowi ngg@nia, gdy zgod-nie z
(8.35) i (8.37) zeruj sic pozostate napgenia:

Oy=Ty=0. (8.44)

Naprzenie normalnes , okr&lone wzorem (8.42) jest niezatee od zmiennex i, zgodnie z
(8.42), jest liniowo zmienne wzdtwosiy . Korzystamy z tej zamosci celem obliczenia pol
przemieszczeu(xy) i v(X,y) za pomog z rowna geometrycznych i fizycznych:

ox * E | 7 (8.45)
ov _ _ oOy,_ M '
o SEEV=V—y.
oy E I
Catkujemy réwnania (8.45):

M M
U:‘I— y[dx+ f1(Y):‘|— xy + f1(y),

z (8.46)

vM vM
o= ydy+ 0=y oY),

Nieznane funkcjef;(x) i fo(y) obliczamy z réwnania nierozdzieko (8.34), z ktérego
wynika zerowanie giodksztatcé postaciowych:

1 Ju  OJv
=Z7.=0 - 24, %9 8.47
Yy =Gy dy 0x (8.47)

Podstawienie (8.46) do (8.47) daje rownanie

_Mx+ 0 fl(y) + 0 fZ(X) =0
El oy 0 X

z ktoérego, przez poréwnanie odpowiednich wyrazoynikajag nastpujace zwhzki:

0fa() M 0HM) _q (8.48)
0X El ay

Catkowanie rowna (8.48) prowadzi do zateosci:

(9 =2 x2+C, fi(y)=D, (8.49)



co daje wzory (8.46) w postaci:

M M 5 2
u=———xy+D, v=——(X“+v +C. 8.50
g Y 2EI( y°) (8.50)

Przyjmijmy, ze tarcza jest unieruchomiona w pgika uktadu na Rys. 8.4a, tj. zachodzi

u(x=0,y=0=0, »(x=0,y=0=0 - C=D=0, (8.51)

i w ten sposob otrzymujemy wzory na pola przemiegzc

M Xy, v= MI (x2+ vyz) . (8.52)

u=- -
El, E

Nalezy dod&, ze ze wzgtdu na symeteitarczy i obcazenia mana rozpatrywéatylko potowe
tarczy z utwierdzonym konturer= 0. Bedzie to, méwic doktadniej przesuwne utwierdzenie,
gdyz z (8.52) otrzymujemy:

vM
u@y)=0, v(Oy)="-v". (8.53)
Przechodzc do modelu belki ograniczamy rozieenia do jej osi i dlg = 0 otrzymujemy
réwnanie nierozaigliwej linii ugiecia okregu kota:

uso0, v:M. (8.54)
El



8.3 Metoda odwrotna w rozwiazywaniu PSN

Metoda odwrotna polega na:
1. Zalozeniu pewnej funkcji naggen lub wprost pewnego stanu nagenia
2. Poszukiwaniu obgizen wywotujgcych ten stan
W omawianym punkcie zastosujenmaydo funkcji Airye’go, ktog zakladamy w postaci
wielomianu: np. F(x,y)=AGxy?).
Wspétrzdne tensora nagren dla zadanej funkcji Aire’go F(x,y) w przypadkuaku sit

masowych g réwne:

g, = r, = (8)55

Ogolne wzory na warunki brzegowe dla zadanych weirttbcizenia normalnego i
stycznego zgodnie z rysunkiem 8.5 wyrnpsz

pnx = anx + rxyny
(8.56)

Py = TNy + o.n,

ny

x V

Rys.8.5



Wykorzystugc wzory na wspotrdne normalnej i stycznej do konturu zgodnie z rysem
8.5:

n, =cos@,Xx) = cosp
(8.57)
n, =cos@,y) =sing
otrzymujemy ogolne wzory na warunki brzegowe didazrgych wartéci obchzenia
normalnego g

—_ —_ 2 2
pnn - pnxnx + pnyny - anx + 2TXYany +Jyny

i stycznego g do konturu obszaru (8.58)
Pas = Py ~ Puly = (0, —0,)NN, + Txy(nf - ni)

Przyktad

Jak naley obchzy¢ tarcze (Rys.8.6), aby biharmoniczna funkcja FE&A(3+y?x) byta dla
niej funkcp napezen Aire’go.

ANy

Rys.8.6
Sktadowe tensora nagilen wg. wzoréw 8.55 wynogz




Odpowiednio wg. wzordéw 8.58 olgienie normalne i styczne na poszczegoéinych
krawedziach tarczy jest rowne:

Krawedz A-B p,, =0, = ZAS =Aa , p,=-2Ay

B-C p,, =0, =6AX , P =2Aa
a
C-D P = _ZAE =-Aa ) Pns = _2Ay
D-A p,, =0, =6AX . P.s=2Ax0=0
-3Aa 4 3Aa y 2Aa
2Aa 1| | 4| 4| -2Aa
-Aa Aa /
N s i
| Ll x yoox
-3Aa 3Aa

Rys.3.5



