Wyktad TSP Rozdz 2 2. Podstawowe pojecia i twierdzenia

2.1. Uklady wspolrzednych w przestrzeni 3D

W podreczniku bedziemy postugiwali si¢ tylko wybranymi uktadami wspotrzednych, ktore
okreslaja w sposob jednoznaczny potozenie punktu P w przestrzeni trojwymiarowej, nazywanej
dalej przestrzenig 3D. Dalej bedziemy postugiwali si¢ najcze$ciej stosowanymi uktadami
wspotrzednych okreslajacych potozenie punktu P w przestrzeni 3D. Sa to uktady, por. Rys. 2.1:

a) kartezjanski (X, Y, z),
b) walcowy (r, 6, z),
c) kulisty (R, 6, v,).
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Rys. 2.1. Uktady wspotrzednych:
a) kartezjanski, b) walcowy, c¢) kulisty

Uwaga: Dalej skupiamy uwage na uktadzie kartezjanskim (Rys.2.1a), stosowanym najczesciej
w roznych zagadnieniach TSP.

2.2. Uklad wspolrzednych kartezjanskich i jego transformacja

e \Wersory osi

Dowolny wektor v, por. Rys. 2.2, mozemy napisa¢ w postaci
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v=v1e1+v2e2+v3e3=i§viei= 2.1)
=V; € — zapis w konwencji sumacyjnej ,
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Rys. 2.2. Wersory € i wektor V w uktadzie kartezjafiskim



gdzie:
Vi — wspotrzedne wektora w notacji wskaznikowej i =1, 2, 3 lub inzynierskiej i = X, Y, z;
g; —wersory (jednostkowe wektory) osi i uktadu wspotrzednych.

Uwagi:
1) Mozemy stosowac zapis analityczny osi X, Y, Z lub wskaznikowy X1, X2, X3, por [15];
2) W zapisie wskaznikowym mozemy tatwo stosowaé umowe sumacyjng (Einsteina) pow-
tarzajacego si¢ wskaznika. W tej konwencji pomijamy symbol sumowania Z?Zl (*), por.
wzor (2.1).

e Symbol (delta) Kroneckera

. ldlai, j=1,2,3,
€ €j =0 = S (2.2)
Odlai=j.
¢ Transformacja (obrét) uktadu kartezjanskiego
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Rys.2.3. Transformacja uktadu wspotrzednych (x1, X2, Xs) w (X', y',2")

Korzystamy z definicji iloczynu skalarnego wektorow
V =vqcosé,
CO przenosimy na wersory:
€ €;=1-1-cos(i"j)=a;; - (2.3)

Z definicji (2.3) wynika wzor
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a wiec po zastosowaniu notacji sumacyjnej otrzymujemy wzor (pomijamy znak sumy dla

powtarzajacego si¢ wskaznika):
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sumacja Einsteina

éi- :ai-k ék y |Ub él :aik'ék' (24)

gdzie:
8y, = cos(i'k) — kosinus kierunkowy (wspotczynnik transformacji),
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k = 1,2,3 — wskaznik niemy (wskaznik sumowania).

Kosinusy kierunkowe sg sktadowymi (wspotrzednymi) macierzy transformacji:

81 Q2 83
A=[apjl=| ay1 @y, ap3 |- (2.5)

z, dag, 4aggj

Wiasciwosci macierzy transformacji:

1) Przestawienie wskaznikoéw daje wspotczynniki transformacji odwrotnej,

ai'j :éi' é] zéj- éizaj-i . (26)

2) Lacznie mamy 3x3 = 9 wspotczynnikow transformacji, ale obrot uktadu kartezjanskiego
(X1, X2, X3) w uktad kartezjanski (X;’, X,', X3') ma tylko 3 stopnie swobody (3 niezalezne katy
obrotu). Wynika stad, ze musi istnie¢ 6 niezaleznych zwiazkéw migdzy wspotczynnikami a; j .

Te zwiazki otrzymujemy z warunku ortogonalnosci wersorow €. i €;- , 1j.
€€ =(@ix &)@y p€p)=ayy ajp (B €p)=ajk ajp Ok, =k Bjk

a wigc otrzymujemy
5i-j-=ai-k aj-k, (2.7)

co w postaci rozwinigtej prowadzi do 6 rownan:

2 2 2
ap” tap tag =1, aqaygtappayyt+arzays=0,

2 2 2
Ayq tagy t+ ays =1, aypagqt aypagp+azzazz=0, (2.8)

2 2 2
agq t agp tazg =1, agqaq *tagy; dptazzarz=0.

2.3. Skalary, wektory i tensory

e Skalary i wektory
Skalar jest okreslany jedng liczba i nie podlega zmianie przy transformacji uktadu.

Wektor ma 3 wspotrzedne, odnoszone do przyjetych uktadow (1, 2, 3) lub (1', 2, 3")

\7: Vi éi =V

j (2.9)

ej..

Jesli uwzglednimy, ze & =a; €, 10 po wymnozeniu obustronnym (2.9) przez € otrzymu-

jemy:



dla p’ =)’ dochodzimy do reguly transformacji wspotrzednych wektora

Vv

j' = aj-ka (210)

e Tensory

W mechanice (og6lniej w fizyce i geometrii) przydatne sg obiekty 0 wielo wskaznikowych
wspotrzednych, ktore podlegaja prawom transformacji przy obrocie uktadu (1, 2, 3) w uklad
(1', 2", 3"). Takie obickty (wiclkosci) nazywamy tensorami. Liczb¢ wskaznikéw nazywamy
walencjg tensora.

Wspotrzedne tensora o walencji dwa transformuje si¢ wedhug reguty

Tij=2ak a1 Ta (2.11)
a w przypadku ogolnym, dla walencji n

Tirjonr =8k jr@nr Tpr (2.12)

W szczegolnosci jesli tensor bedzie o walencji cztery to reguta transformacji przyjmie postaé:

Ti'j'k‘l':ai‘maj'nak'ral'sTmnrs . (2.13)

Tensorami sg tez skalary (tensory o walencji zero) i wektory (tensory o walencji jeden).

2.4. Algebra tensorow

e Dodawanie: Tensory mozemy dodawac, tzn. suma wspotrzednych tensora 0 tej samej
walencji jest tez tensorem podlegajacym prawu transformacji

aij +bij :Cij (214)
e Mnozenie zwigksza walencje tensora (rozszerzanie tensora)
ai X bj = Cij (215)

e W przypadku sumowania po kolejnych dowolnych wybranych wskaznikach obnizamy jego
walencje (zwezanie lub kontrakcja tensora) np.:

&i =S, Qpp=Vi, Cijubyg=g; itd. (2.16)

2.5. Pole tensorowe i rozniczkowanie tensorow:

Zaktadamy, ze w pewnym obszarze wspoirzedne tensora sg cigglymi funkcjami zmiennych
Xi, 1. Vi (X1, X2, X3), ktére mozemy ro6zniczkowac:



_ 8Vi 82Vi

Vi jm o Vg =
oL an Lk anan

, (2.17)
gdzie znak rozniczkowania oznaczamy kreskg (przecinkiem) , przed dolnym indeksem,
odpowiadajagcym zmiennej wzgledem ktorej rozniczkujemy.

Na przyktadzie vij udowadniamy, ze pochodne sg tez tensorami. W tym celu przechodzi-
my do uktadu (1, 2, 3):

ov;  0V;
Vi p == 0% | (2.18)
o 0Xj OXg OXj
i dla zaleznos$ci
Xe —agp Xir o> X _ali—aie, Vip=apVy - g, il
s =dgj Xj ox; s j j's o Vi Ve o TP oy,
wzor (2.17)1 przeksztatcamy do postaci
oVp
Virjr = &irp P 8js =8rpajsVps- (2.18a)
XS

Uwaga: W dalszym ciggu bedziemy czgsto postugiwali si¢ tensorami T ij o walencji dwa (ten-
sory naprezen i odksztatcen). Dalej, w Rozdz.3, wiasciwosci tensora T i j omawiamy na
przykladzie tensora naprezen oij -



