Wyktad TSP Rozdz; 1 1. Wprowadzenie
1.1. Relacja teorii sprezystosci i plastycznos$ci z innymi dzialami mechaniki

Teoria sprezystosci i plastycznosci (TSP) jest dziatem mechaniki ciat statych odksztatcalnych,
ktora jest rozszerzeniem klasycznej mechaniki analitycznej (nazywanej tez mechanika teoretyczng
lub ogo6lna).

Mechanika analityczna zajmuje si¢ ruchem materii modelowanej jako punkty materialne, ciato
nieodksztatcalne, ciecze i gaz idealny. Tak wigc podstawowym atrybutem mechaniki analitycznej
jest ruch.

Mechanika cial odksztatcalnych zajmuje si¢ odksztatcalnosciq materiatu, ktora towarzyszy
nawet matemu ruchowi, bliskiemu stanowi spoczynku lub drganiom ciata statego przy relatywnie
matych amplitudach przemieszczen (w poréwnaniu z wymiarami ciata).

Podstawowg hipoteza klasycznej teorii cial odksztatcalnych jest continuum materialne, stad
nazwa osrodka ciaggtego (C). Osrodek C jest modelem cigglym, w ktorym wilasciwosci mikro-
struktury (wynikajace z réznych poziomow budowy materii, od poziomu nano, atomowego i
molekularnego, do poziomu mikro, tj. kruszywa w betonie lub czastek stopow metali, por. Rys.1.1
zaczerpnigty z [2]) sg zastgpowane wlasciwosciami ,,rozmazanymi”. Dla przyktadu Kazdy punkt
materialny o$rodka C oprdcz masy, ma wtasciwos$ci zwigzane z odksztalcalnoscig. Do opisu ruchu
1 odksztatcalnosci takiego osrodka mozemy stosowac klasyczny aparat analizy matematyczne;.

Rys.1.1: Mikrostruktura: a) stali i b) zeliwa (powigkszenie 150-krotne, por. [2])

Teoria sprezystosci (TS) bada dziatanie uogoélnionych wymuszen (sity i1 przemieszczenia
wybranych punktéw lub obszarow ciala stalego) na ciata wykonane z materiatow sprezystych 1
okresla powstale przy tym napr¢zenia i odksztalcenia w punktach C w stanach réwnowagi
statycznej lub drganiach.

Klasyczna TS zajmuje si¢ materiatami liniowo sprezystymi (model materiatu Hooke’a, por.
Rys. 1.2a) oraz ciatem C o liniowych zaleznosciach miedzy polami obcigzen i wywotanymi przez
nie polami przemieszczen, naprezen i odksztatcen. Jesli material bedzie nieliniowo sprezysty,
Rys. 1.2b) lub nie beda zachodzity liniowe zaleznosci miedzy wymienionymi polami to musimy
do analizy ciata C stosowac nieliniowg TS.

Jesli material ma wiasciwos$ci plastyczne (na Rys.1.2¢c pokazato trwate odksztatcenia &y ,
pozostajace po odcigzeniu wzdluz $ciezki obcigzen B-C) to do analizy przemieszczen i odksztal-
cen ciata C postugujemy sie¢ teorig plastycznosci (TP). W klasycznej TP tylko model materiatu
jest nieliniowy, natomiast pozostate rownania ciata C pozostaja liniowe.

Dalej bedziemy zajmowali si¢ tylko klasyczng teorig sprezystosci i plastycznosci i dla
uproszczenia postugujemy sie nazwa teoria sprezystosci i plastycznosci (TSP).
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Rys.1.2. Wykresy rozciagania jednoosiowego dla materiatu:
a) liniowo sprezystego (prawo Hooke’a), b) nieliniowo sprezystego, ¢) plastycznego

1.2. Podstawowe hipotezy i zalozenia TSP

Wyzej zdefiniowana TSP opiera si¢ na nastgpujacych hipotezach (por. np. [2]).

1) Przyjmujemy continuum materialne (o$rodek C) wykonane z materiatu liniowo
sprezystego lub o prostych modelach materiatu klasycznej TP. W szczegdlnos$ci begdziemy
zajmowali si¢ materialami jednorodnymi i izotropowymi, a wi¢c materiatami 0 dwoch statych
materiatowych, np. module Younga E i wspotczynniku Poissona v .

2) Oprocz klasycznych modeli materialu stosujemy liniowe modele matematyczne
(réwnania) osrodka C;

3) Obowigzuje hipoteza o materialnie nienaprezonym stanie ciala, tzn. przy braku obcigzen
stan wyjsciowy ciata C jest beznapr¢zeniowy. W TS przyjmujemy, ze po catkowitym odcigzeniu
wracamy do stanu beznaprezeniowego;

4) Przyjmujemy, ze uogolnione przemieszczenia i odksztalcenia ciata C sa male tak, ze
mozemy postugiwaé si¢ liniowymi rownaniami rownowagi i liniowymi zalezno$ciami migdzy
polami przemieszczen 1 odksztatcen (por. wyzej podane zatozenie 3);

5) Nasz przedmiot dotyczy glownie statyki ciata C, tzn. bedziemy w naszych réwnaniach
pomijali sity bezwladnosci lub energie kinetyczng, a tylko w malym zakresie bedziemy mowili o
wplywie czasu na przemieszczenia i odksztatcenia;

6) Do analizy tak zawezonych modeli matematycznych stosujemy metody fizyki
matematycznej — gtéwnie metody analityczne. Otrzymanie rozwigzan okazuje si¢ na ogoét trudne,
czesto niemozliwe do uzyskania w zamknigtej postaci.

Z tego powodu dla potrzeb inzynierskich wprowadza si¢ rdzne uproszczenia W modelach
TSP. Dotyczy to przede wszystkim celowego zmniejszania liczby zmiennych niezaleznych
(przechodzenie od modeli 3D, tj. trojwymiarowych do modeli 2D i 1D) i stosowanie réznych
hipotez (np. wprowadzanie sztucznych wigzéw wewnetrznych), zwigzanych z ksztaltem lub
stosunkiem wymiarow elementéw albo tez czesci konstrukcji inzynierskich. W ten sposob
powstata wytrzymatos¢ materiatow (WM).

1.3. Teoria sprezystosci i plastycznosci (TSP) a wytrzymalo$¢é materialéw (WM)

WM i TSP r6znig si¢ zarowno modelami matematycznymi jak tez metodami ich analizy.
WM powstata w wyniku rozwoju potrzeb inzynierskich, wymagajacych efektywnych modeli i



metod obliczeniowych. Mozna to czesto osiagna¢ kosztem uproszczenia modeli TSP i
zastosowania metod przyblizonych, dajagcych mate bledy, akceptowane przez inzynieréw.

W TSP stosujemy modele i metody fizyki matematycznej, opierajac si¢ na do$wiadczalnie
stwierdzonych prawach. W przypadku WM wprowadzamy dodatkowe hipotezy, ktore powoduja
zgodnos¢ z doswiadczeniami na modelach materialnych tylko w ograniczonym, ale tez w zakresie
satysfakcjonujgcym inzZynierow.

Klasycznym przyktadem ilustrujgcym roznice podejs¢ TSP 1 WM jest stosowanie hipotezy
Bernoulliego-Eulera do analizy zginania belek smuktych. Przeniesienie tych hipotez do tarcz
(belki — $ciany) daje wyniki dalece odbiegajace od rozwigzan TSP, ktore opieraja si¢ na modelach
bez wiezo6w wewngtrznych, przyjmowanych w hipotezach B-E, por. Rys.1.2 (ten i dalsze
przyktady zaczerpnigto z [2]).

Dalszym przyktadem moze by¢ powszechne stosowanie w WM zasada Saint-Venanta, ktora
mowi: w punktach ciatla C dostatecznie oddalonych od miejsca przylozenia obcigzen
zewnetrznych naprezenia prawie nie zalezqg od sposobu przytozenia tych obcigzen, Na Rys. 1.3a
pokazano przyklady uzasadniajace stosowanie zasady S-V w pewnej odlegtosci od punktéw
przytozenia obcigzen. Na Rys. 1.3b widaé, ze w odleglosci punktu przytozenia sity P, rownej w
przyblizeniu wysokos$ci przekroju naprezenia kontaktowe zanikaja — niezaleznie od tego w jakiej
odleglosci od osi preta jest sita przytozona.

a)

Rys.1.3: Zjawisko Saint-Venanta w otoczeniu przylozenia sit skupionych,
a) przecinanie preta, b) sita skupiona na koncu wspornika, ¢) Sciskanie tarczy prostokatnej

Zasada S-V miata czesto tylko do$wiadczalne uzasadnienie, por. badania elastooptyczne
pokazane na Rys. 1. 3c. Wida¢, ze trajektorie rozkladu tzw. izochrom, uzyskanych metoda
elastooptyczng koncentrujg si¢ na wysokosci tarczy rownej w przyblizeniu jej szerokosci. Miedzy



punktami przytozenia sit izochrom znikajg przy rownomiernym rozktadzie naprezen Sciskajacych.
Taki obszar naprgzen $ciskajacych powigksza si¢ przy wzroscie wysokosci tarczy.

Zjawisko SD-V potwierdzaja rowniez obliczenia analityczne i numeryczne. Na Rys. 1.4
pokazano rozktad naprezen w tarczy prostokatnej o szeroko$ci a i wysoko$ci b = 2a. Wida¢, ze
na- prezenia $ciskajgce oy zblizaja si¢ do rozktadu réwnomiernego, a moduly naprezen |ox| 1 | 5y
sg znacznie mniejsze od |oy|
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Rys.1.4. Analitycznie obliczone rozktady naprezen w tarczy
1.4. Z historii WM i TSP

Nalezy podkresli¢, ze historycznie rzecz biorac, WM powstata wezesniej niz TSP (pierwsze
doswiadczenia Galileusza zostaly wykonane w XVII wieku nad zginaniem belki). W dalszym
rozwoju TSP potrzeby inzynierskie ,,wymuszaty” przechodzenie do WM 1 powstawanie
mechaniki konstrukcji (druga potowa wieku XIX), por. [12]. Odnosi si¢ to réwniez do
przyblizonych metod numerycznych, opartych gltownie na algebrze a nie na analizie
matematycznej. Istotnym czynnikiem zewng¢trznym okazaty si¢ narzedzia obliczeniowe, zwlasz-
cza pojawienie si¢ komputerow i komputerowych metod obliczeniowych w drugiej potowie XX
wieku, por.[24].

Juz w wieku XIX pojawito si¢ pytanie 0 relacjach migdzy WM 1 TSP oraz potrzebach ich
nauczania. TSP daje rozwigzania oparte na poprawnych (wewngtrznie niesprzecznych) modelach i
Scistych metodach analitycznych. WM jest oparta czesto na niescistych modelach i przyblizonych
metodach analizy. Stad weryfikacja modeli i metod ich analizy, stosowanych w WM jest mozliwa
dzigki modelom i metodom TSP, ktére dajg pewnos$¢ poprawnosci rozwigzan WM w sensie
okreslenia zakresu ich obowigzywania, z blgdem dopuszczalnym przez inzynierow.

Istotnym obszarem zastosowania WM jest mechanika pretow zwartych i cienkosciennych (na
ogot zagadnienia 1D w odniesieniu do idealizacji na poziomie ciala C i 2D na poziomie
materialu). Uktadami pretowymi 1 ustrojami powierzchniowymi zajmuje si¢ mechanika
konstrukcji, korzystajac z modeli WM. Problemy, w ktorych nie mozemy odejs¢ od modeli 3D
(konstrukcje brytowe, skaty, grunty, problemy kontaktowe) sg obszarem stosowania modeli i
metod obliczeniowych TSP.

1.5. Metoda Elementow Skonczonych

W tym miejscu nalezy wspomnie¢ o nowych relacjach miedzy WM, TSP i metodami
komputerowymi. W potowie wieku XX pojawita si¢ metoda elementéw skonczonych Polega ona



na podziale konstrukcji lub obszaréw osrodkow C na podobszary nazywane elementami
skonczonymi (ES). W obszarze ES mozna stosowa¢ rozne metody przyblizone do aproksymacji
p6l mechanicznych. Mozna tez wykorzystywa¢ klasycznag, liniowg TSP. Dzigki temu, na bazie
rozwoju komputerow i ich oprogramowania, pojawily si¢ tez mozliwo$ci analizy problemow,
ktore daleko wyszly poza metody klasycznej TSP.

MES byta rozwijana rownolegle w USA, Niemczech i Wielkiej Brytanii. MES okazala si¢ by¢
metoda uniwersalng i znalazla zastosowania zardwno w inzynierii jak tez w matematycznej teorii
aproksymacji. Dla nas olbrzymig satysfakcjg jest to, ze jednym z gléwnych autoréw MES byl nasz
rodak Profesor Olgierd Cecyl Zienkiewicz. Z Jego ksigzki [13] (cze$ciowo opublikowanej w
jezyku polskim, por. [14]) zaczerpn¢lismy przyktad ilustrowany przez Rys. 1.5. Rozpatrzono
tylko jedng ¢wiartke tarczy ze wzgledu na podwdjng symetri¢ jej obszaru tarczy.

Przyktad, pokazany na Rys. 1.5 dotyczy zastosowania MES do analizy pola przemieszczen i
napr¢zen W tarczy prostokatnej z zatamanymi brzegami. Pokazano siatke elementow
skonczonych, zageszczona w obszarach koncentracji pola naprezen. Przyjeto, ze tarcza jest
wykonana z materiatu niespr¢zystego (doktadniej materiatu sprezysto-plastycznego o granicy
plastyczno$ci oy). Zwigkszaniu zewnetrznych obcigzen o intensywnosci o towarzyszy rozsze-
rzanie si¢ pola obszaru uplastycznionego, por. linie ¢ /ov .
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Rys. 1.5: Rozwoj pol uplastycznienia materialy w rozciaganej tarczy prostokatne;j
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