Wyktad TSIP Rozdz 4
4. Stan odksztatcenia (réwnania geometryczne)

4.1. Odksztatcenia

Pod wptywem dziatania sit masowych i powierzchniotvypunkty ciatla C ulegaj
przemieszczeniom. Na Rys. 4.1 pokazano przemiesiecpanktu M do Mokreslone wektorem
przemieszczenia, Rys. 4.1:
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u=ue, +Vve, +We, =u §. (4.1)
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Rys. 4.1: a) Przemieszczenia punktéw M i N;
b) Przemieszczenia punktow M, K, Lzéeych na liniach réwnolegtych do asi y

Teraz doktadniej rozpatrzymy przemieszczenia purtuDla utatwienia dalszego opisu
zajmiemy s¢ przemieszczeniami punktowzigych na liniach rownolegtych do osi uktagwy, z,
odlegtych odx, dy, dzod punktu M.

Na Rys. 4.1b pokazano przemieszczenia punktow M, Ka ptaszczinie (x, y). Podczas

przemieszczenia odcine K przejdzie w potaenieM' K' i rzut jego dtugéci wynosi:
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Stad wynika wzgédny przyrost dtug€ci dx
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(4.2)

Tak samo okrdamy wzgkdne wydtizenie odcinkéwdy i dz:
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Wzgkdne wyditdenia okreslane gradientami wektora przemieszczenia nazywamy
odksztatceniami liniowymi, , €y , £,. Oprocz wzgldnych wydtzen odcinek M N bedzie
rowniez podlegat obrotom. Na Rys.4.1b pokazagtylobrotowa, £. Zajmiemy s¢ okresleniami
zaleznosci tych kgtow od gradientdéw przemieszaze

Dla kata o piszemy zalenosci wynikajace z Rys.4.1b:
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a dla matego &a begdzie tgy = a oraz dlas, << 1 i std otrzymujemy:

ov _
Q= P = Exy - (4.4)

Tak samo dladta3 otrzymujemy zalenos¢

ou
Py =ow (4.5)
I tacznie
v du
yxy:a""ﬂngy'l'gyX:a'*a—y. (46)

W dalszym cigu y,, bedziemy nazywaliodksztatceniem postaciowyikiore jest rénica
migdzy katem prostym i ktem « jaki bedzie medzy odcinkamiM K i ML, rownolegtymi do
0Si X i Y, po przemieszczeniu do pa M' K'i M' L', Rys. 4.1b. Tak samo definiujemy
odksztatcenia postaciowe i x:
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Vyz oy oz Vox =5 5y (4.7)

tacznie stan odksztalcenia opisuje 6 skladowychazawiych ze sktadowymi wektora
przemieszczeprzez tzwréwnania geometryczn@gdwnania Cauchy’ego) :
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Trzy pierwsze odksztalcenia to wedhe wydtienie, a trzy odksztatcenia postaciowe
odpowiadaj zmianom Ktéw nachylenia bokéw elementarnego ssmnu do osi ukiadu
kartezjaskiego, Rys.4.2.
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Rys. 4.2 : Dodatnie odksztatcenia dla bokéw elear@eigo sz&ianu

4.2. Odksztatcenia odcinka i odksztatcenia objosciowe

Znajgc odksztatcenie; mozemy obliczy odksztatcenie odcinka dRys.4.1b) w przypadku
przestrzennego stanu negenia. W tym celu korzystamy z zatesci

ds * - ds? =(ds, "+ ds; "+ ds, ) - (@ +dy? +07%), (4.9)

gdzie:
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Sy xuux(uaxx)u xaxx( x) dX

ov
dsy' :dx+a—ydy: (1+£y)dy, (4.10)

ds, = dz+a—Wdz: L+e&,)dz.
0z
Po podstawieniu (4.10) do (4.9) i zachowaniu czientiniowych gradientdw du; /0x;
otrzymujemy:
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dochodzimy do nagpujacego wzoru:
ds’ -ds? = 2(e, dx* + £, dy® +£,dZ° + y, dxdy + y,,dydz+ y,,dzdX) . (4.11)
Z definicji odksztatcenia jako wydhenia wzgédnego

.= ds’d:ds L ds=(l+eg)ds - ?ﬁ =1+¢g (4.12)

i podzieleniu (4.11) przezd2? wyprowadzamy wzor na odksztatcersie
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gdzie:
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sg dostawami kierunkowynlj = cosg, X;) .

Na Rys. 4.2 widg ze wzgkdne wydhienia bokow prowadg do zmiany ohjtosci
elementarnego sgaanu. J&li rownoczénie diugdci wszystkich bokéw ulegn zmianie to
elementarna objos¢ dV = dx dy dzbedzie zmieniata giwedtug nasfpujacego wzoru:

dV'=ds, ds,’ ds,; =(1+&,)([1+e,)(1+¢,)dxdydz (4.15)
i odksztatcenie objosciowewynosi:
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=EtE TE, . (4.16)

4.3. Tensor odksztaice

Ze sktadowych (4.8) budujemgnsor odksztatee
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Jest to tensor symetryczny, co pokazujemy na pazighé jednego odksztatcenia:



ov odu
yxy:yyx:(gxy"'gyx):(&"'a_y]- (4-18)
Sktadowe tensoras podlegag prawu transformacji wspokgnych
it = Q@) €&y - (4.19)

Skorzystajmy ze wzoru (4.13) celem obliczenia ottksenia odcinkads przy przejciu do
odcinakds'
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Egs Tagx Ex tagy €y tag, & 7F (as'x agy Exy tagyagy gyx)+ agydezVyz t agzagxVox:

Asx sy Y
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Otrzymal§my w ten sposob wzor (4.20) po uwgdhieniu,ze ag; =1; dlai =x,y, z.

Tak samo jak dla tensora napeniaTos mazemy obliczy gtowne odksztatcenia tensora
odksztatcé T. korzystagc zréwnania wiekowego

3 £ 2 £ —
E°-J1e°+J5,6-J3=0. (4.21)
Niezmienniki tensora odksztatcekreslamy tak samo jak niezmienniki tensora repf
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5x5y+£y£z+gzgx_z(yxy +yyz T V2x ) (4.22)
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Uwagi: Tensor T. ma takie same wdaiwosci jak tensofTs. W szczegoélnéi tensor
odksztatcenid - ma:

10 trzy rzeczywiste wartmi gtéwnee: = £22 €3,
2° kierunki odksztatae gtéwnych g wzajemnie prostopadte,

3%kota Mohra mana konstruowaréwniez dla analizy stanu odksztatcenia.



4.3. Tensor kulisty i dewiator odksztatcé
Tensor odksztatéemozemy roztay¢ na dwa tensory:
Te=As+ De, (4.23)

gdzie:
a) tensor kulisty, nazywargksjatorem odksztatge
g, 0 0) (8/13 0 0

ol|=sl 0o ®/13 o0 |, (4.24)
0 0 I3

gdzie, zgodnie z (4.16), nageniesrednie jest rowne odksztalceniu etogciowemug, =9/ 3,
stad:

b) dewiator odksztatcenia
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Tensory Tnj | Tdev S3 Stosowane w analizie wytenia materiatu i w teorii plastyczém.
Tutaj tylko wymieniamy niektore wéaiwosci niezmiennikéw tych tensoréw:

1
Jf\‘g:ﬂ, J|23€:O, Je?ez_g(yxy2+yy22+yzx2)- (4.26)

4.4. Réwnania nierozdzielnéci odksztatca

Sze¢ skladowych tensora odksztabcgest zwipzanych sz&ioma rownaniami (4.8) z
trzema skladowymi wektora przemiesztz®znacza toze sktadowe tensora-hie mog byc
przyjmowane dowolne (nig®d siebie niezaime). Pokaemy to na sktadowych o indeksach
y | przemieszczeniaah v.

Ra&zniczkujemy odksztatceniai & a nasgpnie je dodajemy:
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0%, 0%y _ 9 (du ov)_0°y
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Postpujac tak samo z odksztalceniamyii €; oraz ze; i & dochodzimy do trzech pierwszych
rownai nierozdzielngci:



0%, , 0%, 0%, 0%, L%, _ 0%y, %, L% 0%
oy>  ax>  oxoy 9z oy? 0Wz = 9x® 9z% 02X

(4.27.1)

W podobny sposob, tj. przez zrmiczkowanie, dodawanie i odejmowanie pochodnych
odksztatcé dochodzimy ddrzech nastpnych réwna nierozdzielngci:
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Znaczenie fizyczne rowmanierozdzielnéci (4.27) polega na tymze ich spetnienie
zapewnia spojnig i ciaggtos¢ ciata C podczas jego odksztatcania $nng wazng witasciwoscia
jest maliwos¢ wykorzystania réwna (4.8) do obliczania p6l przemieszézenapc ich
czastkowe pochodn@u; /9x; .

4.5. Pfaski stan odksztatcenia
Jest to stan odksztalcenia, w ktorym wpsija odksztatcenia tylko w jednej ptaszémnye,
np. ptaszczinie (x, y). W takim stanie wszystkie sktadowe tensora ¢igirz indeksamge zerup
sie:

5 Vxz=Vy2=0 . (4.28)

W ptaskim stanie odksztatcenia réwnania geometry¢arB) redukuj sic do trzech réwna

ou ov ou  0v
Ex=—, & =—, =+t —, 4.29
*ax' Y oy Yy =% y 9x (4.29)
a rownania nierozdzieldoi redukug si¢ do jednego rownania:
20 0%, 0%
0% 05 OV (4.30)
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